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Beitrag zum hydraulischen Verzweigungsproblem 
Zweiter Teil 
Von H. Winter, Graz 
Mit 5 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Im ersten Teil dieser Arbeit wurde insbesondere die Frage des Ver- 
teilers, das heiBt die Aufspaltung einer Strémung in eine Reihe von Zweigstrémungen lings eines 
geraden Verteilerrohres behandelt. Der zweite Teil befaBt sich mit den bei Vereinigung von 
zwei Strémungen in einem Sammler auftretenden Verlusten, ferner wird die Geschwindigkeits- 
verteilung im vollstandigen Verzweigungssystem wie auch bei einem isolierten Sammler berechnet 
und letztere mit Versuchsergebnissen verglichen. 


VII. Verluste bei Vereinigung 


Der Strémungsvorgang bei Vereinigung eines senkrecht in den Sammler ein- 
miindenden Zweigstromes mit der Hauptstrémung ist recht verwickelter Art. Der 
tatsichliche Vorgang wird sich 
den nachstehend angefiihrten 
Grenzfillen mehr oder weniger 
annahern, von denen wenig- 
stens der eine, fiir den das 
Flachenverhaltnis //F relativ 
klein vorausgesetzt wird, einer 
rechnerischen Behandlung zu- 
ginglich ist. In diesem Fall 
darf angenommen werden, dai 
die einzelnen Stromfaden des 


igstromes ziemlich genau a 29 
meres 8 Abb. 6. Einmiindung einer Zweigstr6mung in einen Sammler 


senkrecht in den Sammler ein- a) bei kleinem Flachenverhaltnis, 6b) bei groBem Flachen- 
miinden und daher der Haupt- verhiltnis {/F 


stré6mung keinen Impuls zu- 

fiihren, ferner daB der in die Hauptstroémung eindringende Zweigstrom nach 
Art eines Freistrahles aufgelést wird, wobei seine kinetische Energie in Warme 
iibergeht. Anderseits mu die etwa durch das Zweigrohr 1 (Abb. 6a) neu hinzu- 
kommende Masse wieder auf die Geschwindigkeit V; im Sammler hinter der 
Miindungsstelle beschleunigt werden. Dieser Beschleunigungsvorgang erfolgt wie 
jeder Mischvorgang unter dem Einflu8B von Zahigkeitskraften, ist also mit Verlusten 
verbunden. Die Verluste bewirken eine Verminderung des Gesamtdruckes im Sammler 


8 Osterr. Ingenieur-Arch. 9, H. 2/3, 239 (1955). Die Bezifferung der Abschnitte, FuBnoten, 
ebenso der Gleichungen und Abbildungen dieses Berichtes schliet an jene des ersten Teiles an. 
Hinsichtlich der Bezeichnungen s. Abschnitt II des ersten Berichtes. — Fiir die Durchfiihrung 
der Versuche ist der Verfasser Herrn G. Thien zu Dank verpflichtet. 
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bzw. eine Abnahme des statischen Druckes p;,, vor der Miindungsstelle auf p; nach 
der Hinmiindung, die gré8er ist als sie sich nach Bernoulli zwischen den Quer- 
schnitten i + 1 und i ergeben wiirde. Wie bereits in Anm. 3 ausgefiihrt, kann diese 
Druckabsenkung unter der erwihnten Voraussetzung (keine Impulszufuhr durch die 
Nebenstrémung) nach dem Impulssatz, angewandt auf die in Abb. 6a angedeutete 
Kontrollflache, in einfacher Weise berechnet werden. Es ist ; 


0 V2.5 —-—0Ve2 +pi41—-P: = 9. (11) 
Der Gesamtdruckabfall kann anderseits auch durch einen Verlustbeiwert ¢,; aus- 
gedriickt werden, entsprechend dem Ansatz 


(2 41+ pear) —($ V2 +0) ba $ Ve. (2) 


Ca; ist dabei auf den Staudruck der Geschwindigkeit V; nach der Vereinigung be- 
zogen. Aus Gl. (11) und (12) folgt dieser nach dem Impulssatz berechnete (und durch 
einen Index ’ gekennzeichnete) Verlustbeiwert 


“(8 0s 


(q/Q = 1— e ~ Mengenverhiltnis). 
Bedeutet pit den statischen Druck der Zweigstromung kurz vor ihrer Kinmitindung 


und v; die Geschwindigkeit an dieser Stelle, dann ist der Gesamtdruck des Zweig- 
stromes vor der Hinmiindung p,* + + v2. Nach der Vermischung bildet der Zweig- 
strom einen Teil der Hauptstr6mung mit dem Gesamtdruck p; +4 V2. Unge- 


achtet des tatsichlichen Str6mungsvorganges laiBt sich der Unterschied der beiden 
Gesamtdriicke durch eine Verlustziffer ¢,; (wieder auf den Staudruck von V; bezogen) 
ausdriicken durch 


(2 Opes p*) (4 Ves pi} = Cu 5 Ve (14) 


Unter der weiteren, allerdings hypothetischen Annahme, die ebenfalls bereits in 
Anm. 3 getroffen wurde, daf sich die Druckabsenkung von p;,, auf p; im Sammler 
auf einer sehr kurzen Strecke im Bereich der Miindung selbst abspielt, und da®& auch 
infolge Stromlinienkrimmung keine nennenswerten Druckunterschiede im Sammler- 
querschnitt vorhanden sind, kann p,* ~ p,; gesetzt werden. Unter dieser Voraus- 
setzung folgt die (mit ¢,,’ bezeichnete) Verlustziffer aus Gl. (14): 


Petar Teil’ 
meds brane (15) 


Cs; wird fiir kleine Mengenverhiiltnisse (q/Q < //F) negativ, das hei8t, der Masse der 
Nebenstrémung wird durch den Mischvorgang auf Kosten der Hauptstrémung mehr 
Energie zugefiihrt, als urspriinglich darin vorhanden war. Beim Sammler mit gleich- 
artigen Zweigrohren tritt dieser Fall allerdings nicht ein, da die Hauptstrémung vor 
der Vereinigung infolge der vorausgegangenen Mischvorginge bereits einen geringeren 
Gesamtdruck besitzt als der Zweigstrom i vor der Einmiindung und an der Stelle i 
eine weitere Energieverminderung erfihrt. 

Ein anderer mit dem vorliegenden vergleichbarer Fall ist in Abb. 6b dargestellt. 
Kr wiirde allerdings weniger fiir den riumlichen als fiir den ebenen Fall zutreffen, 
fiir diesen aber auch bei gréBeren Flichenverhiltnissen //F. Es ist dabei angenommen, 
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daB der neu hinzukommende Teilstrom an der Umlenkkante ablést und unter Bildung 
einer freien Strahlgrenze bei konstantem Druck an der Innenseite um 90° umgelenkt 
wird. Die Richtung der Stromfaiden des Zweigstromes in der Miindungsebene ist 
dann nicht mehr senkrecht zur Sammlerachse, und es erfihrt die Sammlerstro6mung 
durch die Nebenstrémung einen Impulszuwachs. Die Hauptstromung wird dabei 
zundchst unter Druckabfall nach der Au8enwand hin abgedriingt. Die Grenzstrom- 
flache zwischen den beiden Str6mungen ist 

eine Unstetigkeitsfliiche, da beiderseits dieser r 7 
Flache zwar die statischen Driicke iiberein- 30 
stimmen miissen, die Gesamtdriicke und 
daher auch die Geschwindigkeiten aber ver- 

schieden groB sein kénnen. Im Querschnitt 7’ §, 
bald nach der Umlenkung werden die stati- 
schen Driicke tiber dem allerdings noch nicht 7°) Naherung. : 
voll ausgefiillten Querschnitt gleichmaBig §si=310-510 Viet. + 400 [Me] 
verteilt sein, waihrend die Geschwindigkeiten 
je nach der GréBe der Gesamtdriicke Unter- 
schiede aufweisen. Im weiteren Verlauf der 
Strémung gleichen sich die Geschwindigkeits- 
unterschiede unter Druckanstieg aus und die 
Strémung fiillt wieder den ganzen Quer- 
schnitt, wobei sowohl die Haupt- wie auch 
die Nebenstrémung (letztere wieder abge- 
sehen von kleinen Mengenverhiltnissen) einen 
Energieverlust erfahren. Da die Berechnung 
dieser beiden Verluste fiir eine raiumliche 
Stro6mung dieser Art kaum médglich ist, 
wurden die entsprechenden Verlustbeiwerte ~— 19 
unter Benutzung der allgemein giiltigen 40— es 
Definitionsgleichungen (12) und (14) experi- oa 
mentell bestimmt®. Die Versuche zur Ermitt- 
lung von €,,; und ¢,; wurden ahnlich wie die 
Bestimmung von ¢,; fiir die Verteiler- 
stromung (Teilbericht I) an einem langeren 0 
Rohr mit einem einzelnen seitlichen ZufluB 
durchgefiihrt. Bei der Auswertung wurde pb. 7. Verlustbeiwerte ¢,, bzw. ¢,; bei Ver- 
wieder im Gebiet der Mischung die normale  einigung fiir f/F = 0°532. Zum Vergleich 
Rohrreibung in Abzug gebracht, so daB a;) und ¢,,’ nach Gl. (13) bzw. Gl. (15) 
die Verlustbeiwerte nur die zusatzlichen, 

durch Vereinigung entstehenden Verluste beinhalten. Das Ergebnis der Messungen 
wird im folgenden kurz zusammengefafit. Bei einem kleinen Flachenverhaltnis {/F 
(beispielsweise 0-14) stimmen die gemessenen ¢,,-Werte ziemlich genau mit den nach 
Gl. (15) berechneten iiberein. Die ¢,,-Werte ergeben in der Auftragung tiber q/Q 


bzw. 1 Sp see: zwar Streuungen, passen sich aber im wesentlichen dem Parabel- 


a 


°° Messpunkte 


60ft-()] 


nr - te ___ 


9 Fiir den ebenen Fall kénnte der engste Strémungsquerschnitt nach der Umlenkung 
gegebenenfalls mittels der Hodographenmethode bestimmt werden unter der Voraussetzung, 
daB die Unstetigkeitsflache bis dahin noch keine wesentliche Auflésung erfahren hat. Die Form 
der Unstetigkeitsflache miiBte dabei zunaehst willkurlich angenommen und nachtraglich in 
mehreren Arbeitsgiingen berichtigt werden. Die im folgenden Mischvorgang auftretenden Verluste 
lieBen sich dann nach Carnot berechnen. Der hier vorliegende raumliche Vorgang dirfte jedoch 
vom ebenen ziemlich stark abweichen. 
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verlauf nach Gl. (13) an. Insbesondere wird bei q/Q = 1 der Wert ¢ aa tatsichlich 
erreicht. Bei einem Flaichenverhialtnis 0°338 treten bereits merkliche Abweichungen 
auf, die sich mit wachsendem Flachenverhaltnis noch weiter verstarken. Die Voraus- 
setzung, daB die Nebenstrémung der Hauptstrémung keinen Impuls zutiihrt, ist somit 
bei groBeren Flachenverhiltnissen nicht mehr erfiillt. Die ¢4,-Kurve verliuft durchwegs 
unterhalb der Parabel nach Gl. (13), wihrend die Verluste der Nebenstromung gréB8er 
sind als die berechneten. Abb. 7 zeigt als Beispiel dieser Art die Widerstandszahlen ¢,; 
und ¢,,; in Abhingigkeit vom Mengenverhiltnis bzw. vom Geschwindigkeitsverhaltnis 
“1 fir f/F = 0°82. 

‘Der gemessene €,,-Verlauf fiir groéBere Flachenverhaltnisse laBt sich ausreichend 
genau durch eine Abminderung der nach Gl. (13) berechneten Werte im Verhaltnis k,/1 
ausdriicken: 

Vier)? 
Ca = k, E aa ee | (16) 
Fir //F — 0°532 betragt k, ~ 0°60, fiir andere Flachenverhiltnisse sind teils ge- 
messene (mit * gekennzeichnete), teils interpolierte k,-Werte aus Tab. 2 ersichtlich. 
Als obere Grenze fiir die Giiltigkeit von Gl. (13) kann etwa //F ~ 0°2 angenommen 
werden, es ist somit fiir f/F < 0°20 (baw. d/D < 0°45) der Faktor k, = 1. 


Tabelle 2. Zahlenwerte der Konstanten in Gl. (16) und (17) in Abhangigkeit vom 
Flachenverhaltnis f/f 


i[F ks bo by | bs 
1:000* 0:440 1050 —o08s0 — 1:170 
0-900 0°460 1-217 —1:250 | — 0-967 
0-800 0°485 1-459 | — 1-780 — 0679 
0-700 0-520 1°837 . __ 2-582 — 0255 
0-600 0°565 2-449 . — 3820 | + 0371 
0°532* 0-600 3-100 <atGAGeudt- | 1-000 
0°500 0°625 3516 | — 5902s 1:386 
0:400 0-715 5573 | 9-908 3-335 
0:338* 0-800 8-000 — 14°700 5-700 
0:300 0:865 10°257 — 19:275 8-018 
0°250 0:950 15-000 — 99450 | 13°450 
0°225 0°985 18°750 way te 17-660 
0-200 1-000 24-000 ee ee 25-000 

phiree : ; (2) 2(7) ah; 
FF S020 1-000 Le | 2(= ‘ee 


Die gemessenen Verlustbeiwerte ¢,; wurden wie bei der Verteilerstrémung durch 
einen dreigliedrigen Ansatz von der Form 


V; f V; 2 
Cat = 5 | b, v, ba (- aa (17) 


angenihert. Die Koeffizienten bo, b,, b, fiir f/F > 0°20 sind ebenfalls aus Tab. 2 
zu entnehmen. Fir //F < 0°20 gilt nach Gl. (15): 
F\2 2 V\2 
b=-1+(F), b=—2F), ale), (17a) 
Da die obere Grenze des Giiltigkeitsbereiches von Gl. (13) bzw. (15) ziemlich hoch 
liegt, wird man in den meisten Fallen mit k, = 1 und mit den Koeffizienten nach 
Gl. (17a) rechnen kénnen. 

Im nachsten Abschnitt wird mit Benutzung der Verlustbeiwerte Cry (Teil- 
bericht I, Tab. 1) und ¢p ~ 0:1 fiir den Verteiler, bzw. ¢,; und ¢,, fiir den Sammler 
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die Verteilung der Geschwindigkeiten v, eines vollstindigen gegensinnigen Verzweigungs- 
systems allgemein berechnet und als Sonderfall auch der isolierte Sammler (Abb. 1b) 
- behandelt. Auch hier taucht wieder die Frage auf, ob die Verlustbeiwerte, die fiir ein 
einzelnes Zweigrohr ermittelt wurden, auch fiir einen Sammler mit einem relativ 
kleinen Rohrabstand Giiltigkeit behalten. Bei der Bestimmung der Verlustbeiwerte 
bei Vereinigung wurde unter anderem auch die Druckverteilung an der der Miindung 
gegeniiberliegenden Rohrwand gemessen und der auf Abb. 6b angedeutete Druck- 
verlauf bei gréBeren Flichenverhiltnissen bestiitigt gefunden. Die Linge, auf der 
sich die Druckinderung abspielt, wachst mit dem Flachenverhaltnis. Immerhin 
steht die mit den Verlustbeiwerten nach Tab. 2 fiir einen vollstandigen Sammler mit 
einem Flichenverhialtnis 0°338 berechnete Geschwindigkeitsverteilung in guter Uber- 


einstimmung mit den Messungen an diesem Sammler, worauf im Abschnitt X noch 
niher eingegangen wird. 


VIII. Vollstindiges Verzweigungssystem mit gegensinniger Zu- und Abstrémung, 
(Sonderfall ,,.Sammiler allein‘‘) 


Es wird ein Ausschnitt aus dem vollstiindigen gegensinnigen System betrachtet, 
bestehend aus den Verbindungsrohren 7 und i + 1 und den zugehérigen Rohrstiicken 
des Verteilers und des Samm- 
lers (Abb. le bzw. 8a). Aus % 


G +7 
Ver 7 | | Vis 7 


Z 
| 
| 
' 


Kontinuititsgrinden sind ~*~ ‘a Briss —" 
bei gleichen Querschnitten 

die Geschwindigkeiten in 

gegentiberliegenden _—‘Teil- nS ie 
stiicken gleich groB. Der 

Gesamtdruck < V2+p,am i+] Z 
Eintritt in den Ausschnitt — ‘eee es Sarg = 
erfahrt lings des Teilstromes 4/7 Very a er hi* hit; } 


@ bis zum Querschnitt 1 Abb. 8. Ausschnitte aus dem vollsténdigen Verzweigungssystem 
des Sammlers durch ,,Tren-  q) Zu- und Abflu8 gegensinnig, b) Zu- und Abflu8 gleichsinnig 
nung“ (€7;), durch Reibung 


oder sonstige Widerstiinde im Verbindungsrohr (¢,) sowie durch ,,Vereinigung“ (C, ;) 
einen Verlust 
== (Ct len) 9 VPS OF. 


Trennungs- und Vereinigungsverlust sind jeweils auf die groBere Geschwindigkeit V; 
vor der Trennung bzw. nach der Vereinigung bezogen. Die Querschnitte 7 und a+1 
im Sammiler sind so gelegt, da die Vermischung der davor einmiindenden Zweigstréme 
mit der Hauptstrémung als abgeschlossen gelten kann, was auch mit der Definition 
von ¢,; im Einklang steht?. 

Beim Verlust, den der Teilstrom 7 + 1 von der gleichen Stelle im Verteiler aus 


gerechnet bis zum Querschnitt i + 1 im Sammler erfahrt, kommen zu den bereits 


: , AL 
genannten Anteilen noch der Reibungsverlust im Verteiler (¢ R—Ar ] und der 


Erweiterungsverlust (€p) ~ 0°1) hinzu: 


é 
@ 7: @ Ce on 
ee a (Crista + Gstqa CR) 2 Vas 1c Cp 9 (Ve 5 V7, 43) + ¢, gq Vitt 
ze Tne re enonarti za Abschnitt II wurde hier wie auch spater in Tab. 3 fir den Verlust in 
den Zweigrohren an Stelle von A if allgemein ¢, und ebenso fiir den Verteiler bzw. Sammler Cr 


rd 
eingefuhrt. 
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Der Unterschied »; — v,,, mu8 gleich sein dem Verlust v,, den die Stromung im 
Sammler zwischen den Querschnitten i + 1 und ¢ infolge Reibung und Vereinigung 
an der Miindung 7 erfahrt: 


Se aes Ve Cae ere (18) 
Aus », =»; — 0; 4, folgt: 
LOVE (bn + bei — Sai — bn) — & Vea (CP stat Serna — Sp + 2SR) + 
+65 (WF — P41) = 0. (19) 


Mittels der Beziehungen (3a, b), ferner mittels (1b), (16) und (17) sowie entsprechen- 
den Ausdriicken fiir 67;,, usw. l4Bt sich Gl. (19) in eine Rekursionsgleichung tiber- 
fiihren, welche dieselbe Form besitzt wie Gl. (4) fiir den ,,Verteiler allein“, allerdings 


Tabelle 3 


Koeffizienten der Rekursionsgleichung (4): 


pee V; Vee iE 
( i) Ki + K, ite + Ky ( ite | Ky Va | K,=0 
es Vata 


t J Vi4+i V; 
Anordnung 
a) Ke Go — 0 SD ee 
Verteiler K, = a, — 2 B 
ey eye ay 
BP = (=) Sieney) ‘i 
; K, = 2 BP — a, 
ey Key = 30) — BF CD 
Ky = by-b5 — Cr EE, 
z Sey (INE 
ky aa by 1 26, ( } ] 
2 
b) Pte eG, ve 
Sammler we’ 
= Be EN = 
Keo; (=-) 
4 see CNA 
Ky, = by — Keo Sy en 
K, = —a— by) + ag + 6, + ke + Cp—2ER 
Whe ae 
) Kao at. | 
c 
Vollstandiges ae Py ‘ 
System es ra a i 
gegensinnig / 2 


&y 4,4, vgl. Tabelle 1 (Teilbericht I) 
k, by 6, bg ~=vgl. Tabelle 2 
¢, Verlustbeiwert in den Verbindungsrohren 


AL 


Cr = AR ay ah Verlustbeiwert im Verteiler bzw. Sammler 
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mit anderen Koeffizienten K, bis K;. Der besseren Ubersicht wegen sind in Tab. 3 
diese Koeffizienten nochmals fiir den Verteiler, fiir den Sammler und fiir das vollstandige 
gegensinnige System zusammengestellt. Die Koeffizienten fiir den ,,Sammler allein“ 
folgen aus jenen des vollstandigen Systems, wenn wir in letzteren die Verteilerverluste 
vernachlassigen bzw. den Gesamtdruck vor den Ansaugerohren des Sammilers (Abb. 1b) 
fiir alle Rohre konstant (gleich dem Druck p, im AuBenraum) voraussetzen. Gegen- 
iiber dem vollstandigen System entfallen dann in den Ausdriicken fiir K, bis K 5 die 
Konstanten a, a, @:, €p und ein Reibungsbeitrag Cp. 


Die Lésung der Rekursionsgleichung (ausgehend vom ,,toten Ende“) liefert wie 


fiir den Verteiler allein auch fiir die beiden anderen Fille die Geschwindigkeits- 

verhiltnisse tts . Aus + = 2 12 "usw, ferner aus Gl. (5), die ebenfalls fiir alle 
O se Ca | 

drei Fille gilt, folgt schlieBlich die Geschwindigkeitsverteilung = in den Zweig- 

rohren. ’ 


Im Hinblick auf den Vergleich mit den Ergebnissen von Messungen an einem 
isolierten Sammler im iiberniichsten Abschnitt werden noch die Beziehungen an- 
gegeben, aus denen nach Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung die statischen 
Driicke lings des Sammlers ermittelt werden kénnen. Der Druckunterschied zwischen 
je zwei Querschnitten i + 1 und 7 ergibt sich unter Beriicksichtigung des Gesamt- 
druckverlustes », nach Gl. (18) und von GI: (16) unter Vernachlassigung der Reibung 
im Sammler, die bei kleinen Rohrabstinden AZ keinen merklichen EinfluB hat, mit 


rete) Cala 0) 


Diese Druckunterschiede k6nnen demnach, etwa ausgehend von 71 + 1 = n, berechnet 
werden. Um das Druckniveau selbst festzulegen, mu noch der Unterdruck p, — p, 
nach der Miindung des n-ten Rohres ermittelt werden unter Beriicksichtigung der 
Verluste, die der n-te Teilstrom durch Reibung im Ansaugrohr und durch Umlenkung 


erfahrt. Es ist 4 ; 
BPs =(F) [b+ on +6(F) (21) 
2 


0 
: 
wobei wegen = = 0 nach Gl. (17) ¢,, = 0b» gesetzt werden kann. 

Fiir den Druckunterschied zwischen dem ,,toten Ende‘‘ des Sammlers und dem 
Austrittsquerschnitt aus dem Sammler liefert die Summierung der Teildriicke nach 


Gl. (20) den Wert 

Paves —Pi = (1 +4) . VY. (22) 
Ohne Impulszufuhr durch die Nebenstromungen (k, = 1) betragt dieser Unter- 
schied 26 V2, fiir groéBere Flachenverhiltnisse //F ist wegen k, <1 ne Druck- 
unterschied kleiner, was auch in den Mefergebnissen (Abschnitt X) deutlich zum 


Ausdruck kommt. 

Fiir das vollstiindige gegensinnige System ergibt sich, da alle Teilstréme zwischen 
Verteilereintritt und Sammleraustritt die gleiche Druckabsenkung erfahren, der Druck- 
verlust, wenn wir lediglich die Verluste, die der Teilstrom ,,1“ erfahrt, summieren: 

2 
Ap a iors Ace (- te,| 5 V¥. (23) 
Um fp, und ¢,, nach Gl. (1b) und Gl. (17) bestimmen zu kénnen, mu jedoch die 
Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung vorausgehen. 
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IX. Vollstindiges Verzweigungssystem mit gleichsinnigem Zu- und Abflu8 (Abb. 1 d) 


In diesem Fall ist eine gesonderte Bezeichnung der Geschwindigkeiten im Sammler 
bzw. Verteiler erforderlich, und zwar werden die ersteren wie bisher, ausgehend vom 


Sammleraustritt, mit V,, V,..., V;..., Vn, die letzteren, ausgehend vom Verteiler- 
endo; ialt> Vat Va oe yes a V,# ‘bezeichnet (Abb. 8b). Es gelten dann aus 
Kontinuitatsgriinden die Zuordnungen: 

V¥, = Vie Uae Vi*=V\— Viegas Ve = eae Vise (24) 


Eine ahnliche Uberlegung wie beim Verzweigungssystem mit gegensinniger Zu- und 
Abstrémung hinsichtlich der Gesamtdruckverluste der Teilstréme 7 und 7 + 1 zwischen 
dem Eintritt mit der Geschwindigkeit V*,;,, in den Ausschnitt nach Abb. 8b und 
den Querschnitten i und i + 1 im Sammler fiihrt auch in diesem Fall zu einer Re- 
kursionsgleichung zur Berechnung der Geschwindigkeiten V;, wobei lediglich zu be- 
achten ist, da der Beiwert des Trennungsverlustes, beispielsweise fiir die Abzweigung 2, 
in der Form Wee 2 

Cri =A +O ve + a ( a 

geschrieben werden muB, das heiBt, wieder mit dem Verhaltnis der kleineren Ge- 
schwindigkeit nach der Abzweigung zur gré8eren Geschwindigkeit vor der Abzweigung 
zu bilden ist. 

Wegen der durch Gl. (24) ausgedriickten komplizierteren Zuordnung der Ge- 
schwindigkeiten im Verteiler und Sammler enthalt die nachstehende Rekursionsformel, 
abgesehen von einer groBeren Zahl von Konstanten, drei Geschwindigkeiten, die mit V, 
dimensionslos gemacht wurden: 


ae ae Vas ELEN Vira 
Kale) + Valea dele tg oe 
i+2\? Vi r Vir 
+ Ky (+) + 4 |K, 4 + K| + Ky =0. (25) 
F \2 F\2 
K,=—a,—b +4, —6(F), Ke=—a,—0,4+26(F), 
Kz = a, + 2 as, Ky, = — dy + Gy + by — bg + Cp — ey, 
7 ei 
Ky, = 2 — 2a, — 2Cp + 2Cp, Ky =a +b.—t&+6,(>), 
F\2 
K, =a, +b, — 2¢,(>), eee ene er 4 
= — Cr. 
Die Auflosung dieser ey ist in oe Weise moglich, dab, ausgehend vom ,,toten 
Ende des Sammlers“, mit Rote = 0 eine willkiirliche Annahme fiir — = se 
. 1 af 
getroffen wird, um zunachst ei: = Uae) und anschlieBend die Geschwindigkeits- 
Le 1 


n—2 


verhaltnisse usw. berechnen zu kénnen. (Da die Geschwindigkeiten v; erheblich 


Neh 1 
zunehmen, muf jedenfalls v. <— angenommen werden.) Wegen der willkiirlichen 


Annahme von V,/V, wird die welts Rechnung ein von 1 verschiedenes Verhilt- 
nis V,/V, liefern maid mu daher mit geinderten Annahmen fiir V,/V, wiederholt 


werden. 
X. Vergleich einer berechneten Sammlerstrémung mit Mefergebnissen 


Zum Vergleich wurde unter anderem eine Sammlerstr6mung mit einem relativ 
grofen Querschnittsverhiiltnis //F = 0°338 (> 0°20) gewahlt, fiir die die einfachen 
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Ansiatze fiir ¢,, und ¢,,; nach dem Impulssatz Gl. (13) bzw. Gl. (15) nicht mehr anwend- 
bar sind. Der Reibung in den ae Aygitheaeg (t= 2E9> = 150mm, Ap='0:02) 
wurde durch ¢, = 0°1075 bzw. ¢, (= j es = 0°942 Rechnung getragen, die Reibung 


im Sammler (D = 48, AL = 75mm) wurde ver- 
nachlassigt (Cp = 0). 


Nach Tab. 2 betragen fiir das Flachenverhaltnis 
0°338 die Konstanten: 


ks = 90°80, 6,=8°00, 6, =— 14:70, 6, = 5°70. 


Die Koeffizienten der Rekursionsgleichung (4) be- 
tragen nach Tab. 3 fiir diese Zahlenangaben: 


K,=—1:50, K,=—16584, K,=— — 6642, 
K,=— 16584, K,; = 8142. 


Die Auswertung der Rekursionsgleichung erfolgte 
unter anderem fiir » = 6 Ansaugrohre (ausgehend 
vom ,,toten Ende“ mit i = 5 und a +2 a = 0, 
vgl. Abschnitt VIII) und Shaseg den in Abb. 9 mit 


,,a@°* bezeichneten V 


y. 
deckt sich ziemlich gut mit den aati etwas 
streuenden MeBpunkten dieser Anordnung (Rohr- 


A é 
abstand & = 1:56). Ferner sind der berechnete 


und der gemessene Druckverlauf lings des Sammlers 
ebenfalls in guter Ubereinstimmung. Die nach 
Gl. (20) bzw. (21) gerechneten Driicke sind jeweils 
tiber der Mitte zwischen je zwei Abzweigen auf- 
getragen. Fiir das Druckgefalle zwischen dem 
,toten Ende‘ und dem Sammleraustritt liefert mit 


eins ey 3 ; Abb. 9. a) Geschwindigkeits- 
k, = 0°8 Gl. (22) ae = 1°80, wahrend sich verteilung langs emes Sammlers 
a ve f F\ 


2 
aus der Messung ungefahr 1°75 OTe IMC Ve ack Cl, Aiacaean 
ringerung des Druckgefiilles infolge Impulszufuhr — K ceffizienten nach Tabelle 3, ¢,, und 
durch die Nebenstrémungen geht somit fiir das vor- 
liegende Flaichenverhaltnis auch aus den Messungen 
an einem vollstaéndigen Sammler hervor. 


ar = 0°338,n = 6,6, (=) = 0-942], 


€,,; nach Tabelle 2 fur . = 0°338, 


b) wie a), jedoch ¢,, und ¢,,; nach 

An Gl. (18) baw. (15), ce) Geschwindig. 

Berechnet man den Geschwindigkeitsverlauf—,- _keitsverteilung lings des Ersatz- 
1 


: : spaltes nach Gl. (26), d) Druck- 
mit den Verlustbeiwerten ¢,; und ¢,; nach Gl. (13) eee agosto Manualers oat 


und (15), so erhailt man die gegeniiber den MeB- — gprechend dem Geschwindigkeits- 
punkten wesentlich steiler verlaufende Kurve 6 verlauf a 
in Abb. 9. 

Bei der Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung lings eines Sammlers in ® 
wurden wie in Abschnitt V fiir den Verteiler die einzelnen Zweigrohre durch einen 
Lingsspalt (L,b = nf) ersetzt". Die dann stetige Geschwindigkeitsverteilung langs 
dieses Spaltes folgt mit den in Abschnitt VII erwahnten vereinfachten Annahmen 


11 Tn beiden Fallen handelt es sich nur um einen zur Vereinfachung der Rechnung eingefiihrten 
,»Ersatzspalt‘‘ mit senkrechter Aus- bzw. Einstrémung, waéhrend bei einem maeitibhen Spalt 
die Einstrémung oder Ausstrémung in schrager Richtung erfolgen wirde. 
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und unter Vernachlaissigung der Reibungsverluste im Sammler einer einfachen of- 
Funktion. Unseren Bezeichnungen angepafiit, und mit 


2 7 


a x 


lautet diese Funktion: 
pee) eee (26) 
Vi 1+ ¢, Sin « 
Die nach dieser Gleichung berechnete ©oj-Linie c in Abb. 9 itber einer Spaltlange 
L, =6AL verliuft ebenfalls etwas steiler als die tatsichliche Geschwindigkeits- 


verteilung und erreicht am Spaltende ungefaéhr denselben Wert Ys wie Kurve b 


am Zweigrohr 1. Im Bereich der Zweigrohre selbst bildet sie aber auch fiir das 
relativ groBe Flachenverhaltnis //F eine recht brauchbare Naherung. 


Es sei noch erwihnt, da& Vergleiche der hier geschilderten Art auch fiir andere 
Flichenverhaltnisse (< 0°20) durchgefiihrt wurden, wobei sich ungefaihr dieselben 
Verhialtnisse ergaben. Auch bei VergroBerung des Rohrabstandes AL aut den doppelten 
Wert traten keine ime e . Anderungen ein. 


Das Verhaltnis ~* . betrigt bei dem hier untersuchten Sammler nach Abb. 9 (a) 
f 


rund 4°2. Mit Picchmendent n baw. allgemeiner mit wachsendem uae und mit ab- 


nehmendem Verlustbeiwert ¢, in den Zweigrohren steigt dieses Verhaltnis weiter an, 
wihrend im umgekehrten Fall eine VergleichmafSigung der Verteilung eintritt. 


Die relativ gute Ubereinstimmung berechneter Verteilerstr6mungen (Abschnitt VI) 
und Sammlerstrémungen mit den tatsichlichen Verhialtnissen laBt darauf schlieBen, 
daf auch die fiir das vollstaéndige System berechneten Verteilungen mit der Wirklich- 
keit befriedigend tibereinstimmen werden. Ein Beispiel dieser Art folgt im nachsten 
Abschnitt, wobei jedoch auf eine experimentelle Nachpriifung verzichtet wurde. 


XI. Vergleich eines vollstindigen gegensinnigen Verzweigungssystems mit einer Sammler- 
strémung und einem gleichsinnigen System (VergleichmaBigung durch Drosselung) 


Abb. 10 zeigt die nach Abschnitt VIII berechnete Geschwindigkeitsverteilung r. 
fir ein vollstandiges gegensinniges System. Flaichenverhiltnis //F — 0-338 (wie 
in Abschnitt X fiir den Sammler allein), Linge der Verbindungsrohre jedoch 
= 500 mm. Cp. =. 0-6, (>) = 3°13. Zum Vergleich dazu wurde die reine Sammler- 
stromung fiir das gleiche Flachenverhialtnis und fiir das gleiche ¢, gerechnet. Letztere 
verlaiuft wegen des gréBeren ¢, bereits etwas gleichférmiger als die entsprechende 
Verteilung a in Abb. 9. Der jedoch noch wesentlich gleichmaBigere Geschwindigkeits- 
verlauf fiir das gegensinnige vollstindige System zeigt deutlich, wie sich dabei 
, sammilereffekt und ,,Verteilereffekt‘‘ (ein isolierter Verteiler liefert eine in Richtung 
der Zustrémung ansteigende Verteilung) einander entgegenwirken, wobei der Sammler- 
effekt allerdings noch tiberwiegt. Das Geschwindigkeitsverhaltnis v,/v,, welches fiir 
den Sammler allein 3°50 betragt, sinkt beim vollstandigen gegensinnigen System auf 
rund 1°4 ab. 

Strebt man bei gleichen Abmessungen eine weitere Vergleichmifigung der Ver- 
teilung etwa durch eine zusiitzliche Drosselung in den Zweigrohren an, dann mii®te 
die Starke dieser Drosselung ¢;, ausgehend von einem Héchstwert am Sammleraustritt, 
auf 0 im letzten Verbindungsrohr abnehmen. Die Berechnung dieser verinderlichen 
Drosselung zur Erzielung einer véllig gleichmaBigen Geschwindigkeit v;,, =v; = v 
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bereitet nach den Ausfiihrungen im Abschnitt VIII keine Schwierigkeiten. Den 
Ausgangspunkt hierfiir bildet Gl. (19), in der an Stelle des letzten Gliedes der Aus- 


druck (¢; — C; 43) $  einzufithren ist, wiihrend die Geschwindigkeitsverhaltnisse sae 


und so weiter fiir eine gleichmaBige v-Verteilung leicht zu ermitteln sind. Auf Einzel- 
heiten soll hier nicht niher eingegangen werden, es sei nur erwihnt, da® die Stirken ¢ A 
¢i+, usw. unabhangig davon sind, wie stark das System durch ¢, bereits gedrosselt 
ist, obwohl ein groferes ¢, ohne zusiitzliche Drosselung bereits eine gleichmaBigere 
Verteilung liefert. Die Erklirung hierfiir ist folgende: Ein in den Verbindungs- 
leitungen lediglich mit ¢,, ¢;,,,... gedrosseltes System liefert bereits eine gleich- 
formige Geschwindigkeitsverteilung. Uberlagert man 


diesem System eine beliebige, jedoch fiir alle Zweig- 12, eo 
rohre gleiche Drosselung ¢,, mu die gleichférmige Ver- if mS 
teilung erhalten bleiben. _ 10 | ; 

Der Geschwindigkeitsverlauf ¢ in Abb. 10 gilt fiir 4 | / 
das gleiche vollstindige System, jedoch mit gleich- %%|— 1 i 
sinnigem Zu- und Abflu8 (vgl. Abschnitt IX). Das I ogh 
Zusammenwirken von Sammler- und Verteilereffekt 5 SRS gh 
fiihrt hier erwartungsgemaéB zu einer sehr ungleich- 2 4 
formigen Verteilung, wobei die beiden ersten Rohre %> | f i | 
nach dem LEintritt in den Verteiler praktisch nicht = -----~ rep 
beaufschlagt sind. is ae 2 

AbschlieBend sei noch auf folgendes hingewiesen. Es es 
wurde vielfach die Feststellung gemacht, daB auch bei (-6 5 4 #3 2 7 


gegensinnigen Verzweigungssystemen in den ersten Ver- 
bindungsrohren Riickstr6mung auftritt. Auch die unter! 
angefiihrten Messungen aus dem Fottinger Institut 
lieferten in den beiden ersten Rohren nach dem Eintritt 


Abb. 10. Geschwindigkeitsver- 
teilung a) vollstandiges Verzwei- 


gungssystem - = 0°338, n = 6, 


Viv 2 
(=| ae 313), Zu- und Ab- 
fluB gegensinnig, 6b) Sammler 
allein, c) vollstandiges Verzwei- 
gungssystem wie a), jedoch Zu- 
und Abflu8 gleichsinnig. (Ab- 
fluB in allen Fallen bei 7 = 1) 


in den Verteiler eine solche Riickstr6mung, wihrend in 
den folgenden der Verlauf etwa dem nach Abb. 10 ent- 
spricht. Die Rechnung hingegen ergibt auch fiir groBe 


Verhaltnisse = keine Riickstrémung. Diese Diskrepanz 


ist, soweit sie nicht auf thermische Hinfliisse zurtick- 
zufiihren ist, so zu erklairen, daB bei der Rechnung eine 
glatte Zustr6mung zum Verteiler vorausgesetzt wird, waihrend in vielen Fallen die 
Zufiihrung zum Verteiler einen kleineren Querschnitt besitzt als der Verteiler selbst. 
Auch bei der in! dargestellten Versuchsanordnung war am Eintritt eine derartige 
unstetige Querschnittsiinderung vorhanden. Diese iibt eine Art Strahlpumpenwirkung 
aus und saugt das Medium durch die ersten Verbindungsrohre in umgekehrter Richtung 
an. Durch einen einfachen Versuch mit einem isolierten Verteiler kann man sich von 
der Wirkung einer dem Verteiler unmittelbar vorgelagerten Einschniirung (etwa durch 
eine Blende) leicht iiberzeugen. Umgekehrt la8t sich die Riickstromung durch einen 
stetigen Querschnittsiibergang zum Verteiler vermeiden bzw. beseitigen. 


Nachtrag zum I. Teilbericht 


Nach Erscheinen des I. Teilberichtes ist dem Verfasser eine Arbeit von W. Litter- 
scheidt und Th. Schmidt bekannt geworden, in der die reine Verteilerstromung 


12 Bei der Ableitung einer der Gl. (19) entsprechenden Beziehung fiir eine gleichmaBige v-Ver- 


teilung heben sich die Glieder ¢, oye gegenseitig auf. 
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nach ahnlichen Grundsatzen behandelt wird!?. Die Verfasser geben jedoch nur fiir 
zwei Flachenverhiltnisse f/F gemessene Beiwerte fiir den Trennungsverlust an, wahrend 
auf eine Anniherung dieser Beiwerte durch einen analytischen Ansatz fir verschiedene 
Flachenverhiltnisse verzichtet wird. Es kann daher auch keine der Gl. (4) des 
I. Berichtes entsprechende Rekursionsgleichung zur direkten Berechnung der Ge- 
schwindigkeiten im Verteiler herangezogen werden. Statt dessen wird ein Iterations- 
verfahren verwendet, welches von einer gleichférmigen Verteilung der Abstrom- 
geschwindigkeiten )ausgeht und diese dann berichtigt. Bei geringen Abweichungen 
von der gleichférmigen Verteilung diirfte das Verfahren ziemlich genau sein, bei 


erdBeren Verhaltnissen LEE sind mehrere Rechnungsgiinge erforderlich. Die Frage, 


ob das Verfahren auch auf das vollstandige System erweitert werden kann, wird 
nicht berthrt. 


ue Uber die Regelung von gasbeheizten Industrieéfen“, Zeitschrift Gaswarme 1955, 1/14. 


(Eingegangen am 1. Marz 1956) 


Die FlieSbedingung und das Verformungsgesetz 
viskoser plastischer Stoffe 
Von P. R. Paslay und A. Slibar* 
Mit 7 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Versuche haben gezeigt, da viele technisch wichtige Stoffe sich bei 
ihrer Stromung nicht nach dem Newtonschen Ansatz fiir zéhe Flissigkeiten verhalten. Eine groBe 
Gruppe der viskosen plastischen Stoffe zeigt ein Verhalten, welches fiir den eindimensionalen 
Verformungstall durch die Binghamsche FlieBbedingung beschrieben werden kann. 

In der vorliegenden Arbeit wird durch Ubertragung des fiir elastische Medien formulierten 
Hencky-von Mises-Huberschen FlieBkriteriums auf die Deformation hochviskoser plastischer 
Stoffe eine dreidimensionale FlieBbedingung abgeleitet und weiters ein dreiachsiges Verformungs- 
gesetz angegeben. Es wird gezeigt, daB FlieBbedingung und Verformungsgesetz die vollstandigen 
Lésungen fiir die Stromung solcher Stoffe zwischen ebenen Platten, durch ein zylindrisches Rohr 
(Hagen-Poiseuille-Analogon) und zwischen rotierenden Zylindern (Couette-Analogon) liefern. Als 
weitere Anwendung wird das dreidimensionale Spannungsproblem beim ebenen Spurlager mit 
Fettschmierung behandelt. 


I. Allgemeines 


Hochviskose Stoffe zeigen vielfach die Eigenschaft, daB sich — auch bei Messungen 
unter konstanter Temperatur — fiir die MaSzahl der als Viskositit bezeichneten 
Kigenschaft nicht ein eindeutiger Wert, sondern eine Vielfalt von Werten  ergibt. 
Dieser als Viskositatskoeffizient oder kurz als Viskositiét « bezeichnete Zahlenwert 
kann z. B. je nach dem Betrag der auftretenden Schubspannung von verschiedener 
GréBe sein. Derartige Stoffe werden in der Literatur als ,,nicht-Newtonsche Fliissig- 
keiten‘‘ bezeichnet und in diese Gruppe von Materialien fallen viele technisch sehr 
wichtige Stoffe, wie z. B. Olfarben1, Bohrschlamm2, Lésungen von Kunststoffen und 
Elastomeren, Schmierfett® und viele andere. 


* Anschrift der Verfasser: Dr. P. R. Paslay, derzeit General Hlectric Co., Schenec- 
tady, N. Y., USA. Doz. Dr. A. Slibar, Technische Hochschule Wien, derzeit Scientist Research 
Project der Int. Coop. Admin., Mechn. Eng. Dep., Stanford Univ., Stanford, Calif., USA. 


* EK. C. Bingham und H. Green: Paint, A Plastic Material and not a Viscous Liquid; The 
Measurement of its Mobility and Yield Value. Proc. Amer. Soc. Testing Materials 19, 641 (1919). — 
H. Green: Further Development of the Plastometer and its Practical Application to Research 
and Routine Problems. Proc. Amer. Soc. Testing Materials 20, Teil 2, 451 (1920). — EK. W. 
Merill: Basic Problems in the Viscometry of Non-Newtonian Fluids. ITSA-Journal, Oct. 1955, 
S. 462. 

* George 8S. Ormsby: Drilling Mud while Circulating. The Oil and Gas Journal, Mai 1954, 
8. 183. — R. J. 8. Pigott: Mud Flow in Drilling. API, Drilling and Production Practice, 1941, 
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Zur Erlauterung unserer Unterscheidung in Newtonsche und nicht-Newtonsche 
Stoffe wollen wir kurz auf die Definition des Begriffes der Viskositiit eingehen. Nach 
Newton ist die in einer laminar strémenden viskosen Fliissigkeit wirkende Schub- 
Spannung t direkt proportional dem Geschwindigkeitsgradienten senkrecht zur 
Strémungsrichtung der Fliissigkeit. Dabei ist selbstverstindlich, daB konstante 
Temperatur aufrecht erhalten wird. Die von Newton angegebene Beziehung schreibt 
sich bei Anwendung auf die in Abb. 1 dargestellte Anordnung zweier paralleler, ebener, 
iibereinander gleitender Platten mit dazwischenliegen- 
der Fliissigkeitsschicht mit den aus Abb. 1 ersichtlichen 
Bezeichnungen bekanntlich 


Te We — yd. (1) 
In Beziehung (1) bedeuten uw den Viskosititskoeffizien- 
ten und d ganz allgemein den Geschwindigkeitsgradien- 
ten. Wird die Schubspannung rt in dynes/cm? und der R 
Geschwindigkeitsgradient in der Einheit | /sec gemessen,  jiher eee fine oar 
so bezeichnet man die resultierende MaBeinheit fiir den Piasion 
Viskositatskoeffizienten y als ,,Poise‘‘. Nach Definition 
wird jede Fliissigkeit, fiir welche sich bei festgehaltener Temperatur ein eindeutiger 
Wert der Proportionalititskonstanten yu ergibt, als Newtonsche Fliissigkeit bezeichnet. 
Ergibt sich fiir einen Stoff fiir das Verhiltnis von wirkender Spannung zu Ge- 
schwindigkeitsgradient kein eindeutiger Wert, so wird ein solcher Stoff als nicht- 
Newtonsche Fliissigkeit oder als viskoser plastischer oder pseudoplastischer Stoff 
bezeichnet. Vielfach wird in der Literatur die Beziehung (1) als Definitionsgleichung 
fiir die Viskositat angesehen, ohne Riicksicht darauf, ob das Verhaltnis von wirkender 
Schubspannung zu Geschwindigkeitsgradient konstant ist oder nicht. Lediglich im 
ersteren Falle stellt der Beiwert u eine fiir den Stoff charakteristische GroBe dar. 
Zur einfachen Unterscheidung der verschiedenen Stoffe kann man deren Ver- 
halten bei Beniitzung eines t-d-Diagrammes nach Abb. 2 anschaulich darstellen. Die 
Entscheidung iiber die Zugehorigkeit eines vorgegebenen Stoffes in die Gruppe der 
Newtonschen, der viskosen plastischen (Binghamschen) oder der pseudoplastischen 
Materialien (siehe Abb. 2) ist zur Beschreibung des zu erwartenden Stromungsverhaltens 
von ausschlaggebender Bedeutung. Mit der Bestimmung der fiir einen Stoff charak- 
teristischen physikalischen Kennwerte befaBt sich die Viskometrie+. 


II. Das Verhalten der viskosen plastischen Stoffe 


Die Abb. 2 zeigt, daB eine durch den Newtonschen Ansatz beschriebene Fliissig- 
keit auch unter noch so kleiner Schubspannung eine Verformung erfahrt. Weiters 


8.91. — F. H, Dunn, W. F. Nuss, R. W. Beck: Flow Properties of Drillmg Mud. World Oil, 
Febr. 1, 1949, S. 85. — George S. Ormsby: Calculation and Control of Mud Pressures in Drilling 
and Completions Operations. Presented at API-Meeting, March 3-5, 1954, Houston, Texas, USA. 

3 G. Cohn und J. W. Oren: Film-Pressure Distribution in Grease-Lubricated Journal 
Bearings. Trans. Amer. Soc. Mech. Engr. 71, 555 (1949). — C. R. Singleterry und E. E. Stone: 
Rheological Properties of a Lubricating Grease. J. Coll. Sci. 6, 171 (1951). — H. E. Mahncke 
und W. Tabor: A Demonstration of Bingham Type Flow in Greases. ASME-ASLE Lubrication 
Conf., Maryland 1954, Paper No. 54-Lub 16. — N. Marusov: Flow Properties of Lubricating 
Greases, The Institute Spokesman, August 1951, S. 8. — A. Slibar und P. R. Paslay: On the 
Theory of Grease-Lubricated Thrust Bearings. Trans. Amer. Soc. Mech. Engr. 1956, Paper 
No. 56-Lub 1. 

4 Fiir nicht-Newtonsche Stoffe siehe besonders: E. Buckingham: On plastic Flow through 
Capillary Tubes. Proc. Amer. Soc. Testing Materials 21, 1154 (1921). — M. Reiner: The Theory 
of Plastic Flow in the Rotation Viscometer. J. Rheology 1, 5 (1929/30). — G. W. Scott Blair: 
The Rheology of Soil Pastes. J. Rheology 1, 127 (1929/30). 
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zeigt Abb. 2, daB bei den sog. viskosen plastischen Stoffen FlieBen erst eintreten wird, 
wenn die wirkende Schubspannung einen gewissen, in Abb. 2 mit t) bezeichneten 
trenzwert iiberschreitet. Nach der grundlegenden Arbeit von E. C. Bingham® 
werden Materialien mit einem Verhalten nach Kurve 2 in Abb. 2 in der englisch- 
sprachigen Literatur als ,,Bingham-Plasties* bezeichnet. Unter einem in dieser Arbeit 


Gite 


Hg 


Schubspaliiig T 


pa 
f i 


beschy. bratent a 


Abb. 2. Darstellung der Schubspannung t als Abb. 3. Die wirkende Schubspannung o, , als 
Funktion des Geschwindigkeitsgradienten d bei Funktion des Geschwindigkeitsgefalles fiir die 
eindimensionaler Verformung. Kurve / fir Anordnung nach Abb. 1 
Newtonsche Fliissigkeit, Kurve 2 fiir visko- 

lastischen Stoff (Bingham-Plastik), Kurve 3 ‘ : ’ : 

: car Deane er Stoff als viskose Plastik bezeichneten Medium 


soll ein dieser Kurve 2 folgender Stoff ver- 

standen werden. E. C. Bingham hat in der oben zitierten Arbeit das FlieSkriterium 

fiir den eindimensionalen Strémungsvorgang solcher Stoffe angegeben. Mit Benutzung 
der Bezeichnungen nach Abb. 1 schreiben wir das FlieBgesetz in der Form 

Wy 

M ez 

wenn t die in der a-y-Ebene liegende und in 2-Richtung wirkende Schubspannung 

bedeutet*. Das Verhalten des visko-plastischen Stoffes bei Verformung zwischen 

parallelen Platten ist nach Abb. 3 leicht darzustellen. 

M. Reiner® hat versucht, das Binghamsche FleSkriterium zu erweitern und ein 
allgemeingiiltiges FlieBgesetzt so abzuleiten, da als Spezialfille sowohl das Ver- 
halten der Newtonschen Flissigkeit als auch das der Binghamschen Materialien daraus 
gefolgert werden kann. M. Reiner betrachtet jedoch nur den eindimensionalen Ver- 
formungsvorgang und entwickelt sein FlieBkritertum mit Hilfe der Darstellung des 
Geschwindigkeitsgradienten d durch eine Taylor-Reihe als Funktion von (rt — 7) 
in der Form: 


i He eS So sips (2) 


d= fry) Oe ee (3) 


Ks soll erwahnt werden, daB die Behandlung des Verformungsvorganges vieler 
plastischer, technisch wichtiger Stoffe nicht allein durch die Nichtlinearita&t ihres 
Verformungs- bzw. FlieBgesetzes, sondern hiufig auch durch die Zeitabhangigkeit 
der charakteristischen Stoffkennzahlen und die als Thixotropie bezeichnete Eigen- 
schaft erschwert wird. Unter Thixotropie ist die Eigenheit zu verstehen, daf sich 
die Stoffkennzahlen in Abhiingigkeit der in den flieBenden Stoff eingeleiteten Gestalt- 
ainderungsenergie andern. Materialien mit zeitabhiingigen Stoffkennzahlen und Thixo- 


° KE. C. Bingham: An Investigation of the Laws of Plastic Flow. Scientific Paper No. 278, 
U.S. Bureau of Standards. 

* Kine tensorielle Schreibweise des Verformungsgesetzes (2) wurde von J. G. Oldroyd (Proce. 
Camb. Phil. Soc. 48, 100, 1947) unter Verwendung verinderlicher FlieSspannungen angegeben. 

° M. Reiner: The General Law of Flow of Matter. J. Rheology 1, 11 (1929/30). In Search 
for a General Law of the Flow of Matter. J. Rheology 1, 250 (1929/30). Outline of a System 
Survey of Rheological Theories. J. Rheology 8, 245 (1932) 
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tropie bilden den Gegenstand der Rheologie?. Zur Ableitung eines Kriteriums fiir 
Auftreten eines FlieBzustandes in einem Stoff unter dreiachsigem Spannungszustand 
sind die Zeitabhingigkeit wie auch die Thixotropie ohne Einflu8 und kénnen daher 
bei der im folgenden Abschnitt durchgefiihrten Ableitung der FlieBbedingung fiir 
visko-plastische Stoffe auBer acht gelassen werden. 


III. Die FlieBbedingung fiir viskose plastische Stoffe 


Verschiedene eindimensionale Strémungsvorginge konnten mit Hilfe des von 
Bingham® angegebenen FlieBkriteriums erfolgreich behandelt werden. Fiir die Be- 
handlung eines mehrachsigen Strémungsvorganges, wie er bei vielen technisch wichtigen 
Anwendungen viskoser plastischer Stoffe, so z. B. Strémung von Bohrschlamm bei 
tiefen Sonden, Strémung in fettgeschmierten Lagern usw., auftritt, ist bei Benutzung 
des Bingham-Kriteriums keine Lésung zu erwarten, die mit den Versuchsergebnissen 
befriedigend iibereinstimmen bzw. den technischen Anforderungen geniigen wiirde. 
In diesem Abschnitt soll ein von den Verfassern angegebenes FlieBkriterium® und 


_ Verformungsgesetz fiir viskose plastische Stoffe unter dreiachsigem Verformungs- bzw. 


Spannungszustand angegeben werden. In den nachfolgenden Abschnitten der Arbeit wird 
gezeigt, daB alle bekannten eindimensionalen Lésungen mit Hilfe dieser FlieBbedingung 
bestimmt werden kénnen. Ferner wird iiber die Behandlung des dreiachsigen Spannungs- 
und Strémungszustandes im rotierenden Spurlager berichtet und damit die Anwend- 
barkeit des Kriteriums auf allgemeine Verformungsfille erwiesen. 

Wie vorstehend ausgefiihrt wurde, besteht der wesentliche Unterschied bei Ver- 
formung bzw. FlieBen einer dem Newtonschen Reibungsansatz gehorchenden Fliissig- 
keit gegeniiber einem durch Kurve 2 in Abb. 2 charakterisierten plastischen Stoff 
darin, daB der letztere Stoff eine sehr ausgeprigte FlieBgrenze besitzt, waihrend die 
viskose Fliissigkeit unter Einwirkung auch beliebig kleiner Schubspannungen eine 
Verformung erfihrt. Es mu daher ein den plastischen Stoff kennzeichnender physi- 
kalischer Parameter existieren, bei dessen Uberschreiten eines kritischen Wertes eine 
Deformation bleibender Art eintreten wird. Es folgt unmittelbar, daB dieser Parameter 
eine Funktion aller, den dreiachsigen Stromungsvorgang herbeifithrender Spannungen 
sein wird’. Setzen wir, wie allgemein iiblich, den plastischen Stoff als isotrop voraus, 
so folgt, daB das als Funktion der Spannungen ausgedriickte FlieBgesetz bei Uber- 
gang zu einem beliebigen anderen Koordinatensystem seinen Wert beibehalten muf. 
Daraus schlieBen wir, daB dieses FlieBgesetz als Funktion der Invarianten des Span- 
nungstensors ausdriickbar sein muB. Weiters ist aus der Plastizitatstheorie bekannt, 
daB ein rein hydrostatischer Spannungsvorgang kein FlieBen einleiten kann'?.", 
was zu dem Schlu& fiihrt, da das Eintreten der bleibenden Verformung bzw. des 
FlieBens eines plastischen Stoffes lediglich vom Spannungsdeviator abhangig sein 
kann. 

Sa G. W. Scott Blair: A Survey of General and Applied Rheology. London: Pitman. 1949. — 
S. Glastone, K. J. Laidler und A. Eyring: Theory of Rate Processes. New York: McGraw 


Hill. 1941. — F. Schultz-Grunow: Exakte Viskometrie und Modelltheorie fiir die Rheologie. 
Kolloid-Z. 188, 167 (1954). — R. Lindner: Nichtstationares FlieBen hochviskoser Stoffe. Kolloid- 
Z. 148, 144 (1955). 

8 A. Slibar und P. R. Paslay: On the Theory of Grease-Lubricated Thrust Bearings. Trans. 
Amer. Soc. Mech. Engr. 1956, Paper No. 56 — Lub. 1. 

9 Siehe z. B. R. Hill: The Mathematical Theory of Plasticity, S. 15f. Oxford: Clarendon 
Press. 1950. — W. Prager und Ph. G. Hodge: Theorie ideal plastischer Kérper. Wien: Springer- 
Verlag. 1954. : 

10 Pp, W. Bridgeman: The compressibility of thirty metals as a function of pressure and 
temperature. Proc. Amer. Acad. Arts Sci. 58, 165—242 (1922/23). 

11 H. Hencky: Zur Theorie plastischer Deformationen und der hiedurch im Material hervor- 
gerufenen Nebenspannungen. Z. angew. Math. Mech. 4, 323 (1924). 
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Schreiben wir die reduzierte Spannung S;; in der Form 

Si; = Ory + 0:5 D> (4) 
wo o;,; die Spannung, p die negative mittlere Normalspannung und 6;; das Kronecker- 
Delta mit der Bedeutung 
5 jf 1 ftri=j 
En) Ofiti makiy 
darstellen, so ist die zweite Invariante J, des reduzierten Spannungstensors in einem 
beliebigen x-y-z-Koordinatensystem durch 


Ft (Se 45, oe Peep ey (5) 
gegeben. In Zylinderkoordinaten (r, # und z) nimmt J, dementsprechend die Form 
Jy Ge ] (Fos = Sov? Sa) Opa Oy 9° Oz9" (5’) 


an. 
Wie H. Hencky" in Erlauterung der fiir metallische Werkstoffe allgemein ver- 
wendeten Huber-von Mises-Henckyschen FlieBbedingung™ 


i= PLO (6) 


ausgefiihrt hat, kann die Beziehung (6) physikalisch so interpretiert werden, da ein 
dem Hookeschen Gesetz gehorchender Werkstoff zu flieBen beginnt, wenn die in ihm 
aufgespeicherte Gestaltiinderungsenergie, welche durch die Invariante J, ausdriickbar 
ist, einen gewissen Grenzwert iiberschreitet. Die weitere, von A. Nadai® angegebene 
physikalische Interpretation des FlieBgesetzes (6) zeigt, dali J, auch eine Mafzahl fiir die 
oktahedrale Schubspannung 7,,; darstellt und FlieBen offenbar dann im Werkstoff ein- 
setzen wird, wenn diese Schubspannung einen kritischen Wert tiberschreitet. Alle diese 
Uberlegungen legen den Schlu8 nahe, da8 fiir einen viskosen plastischen Stoff, welcher im 
eindimensionalen Verformungsfall dem Kriterium (2) gehorcht, im mehrachsigen Fall die 
zweite Invariante des reduzierten Spannungstensors gleichfalls von ausschlaggebender 
Bedeutung sein wird. Weiters ist bestatigt, daB ein dem Kriterium (2) folgender Werk- 
stoff sich nach Kintreten der Verformung ahnlich der Newtonschen Fliissigkeit, also 
wie ein gewohnlicher viskoser Stoff verhalten wird. Dies bedeutet, daB bei einem solechen 
, fast viskosen Material das Verhaltnis der Deformationsgeschwindigkeiten gleich dem 
Verhaltnis der wirkenden reduzierten Spannungen in jedem Punkt der strémenden 
Materie sein muB. 

Das zu formulierende FlieB- und Verformungsgesetz wird also die folgenden 
Bedingungen erfiillen miissen: 

1. In jedem Punkt des flieBenden Stoffes mu8B das Verhiltnis der Deformations- 
geschwindigkeiten gleich dem Verhiltnis der reduzierten Spannungen sein; 

2. FlieBen tritt ein, wenn der Parameter J, einen kritischen Wert iiberschreitet; 

3. die Inkompressibilitaétsbedingung muB erfillt werden; 

4. das Verformungsgesetz muB die Lésungen fiir 

a) die Strémung eines viskosen plastischen Stoffes zwischen iibereinander glei- 
tenden Platten, : 

b) die Strémung eines solchen Stoffes durch ein zylindrisches Rohr (Hagen- 
Poiseuille-Analogon) und 

c) die Strémung zwischen rotierenden Zylindern (Couette-Analogon) liefern; 


J 
2M. T. Huber: Czasopismo techniczne, Lemberg 22, 81 (1904). — R. v. Mises: Mechanik 
der festen Korper im plastisch deformablen Zustand. Géttinger Nachr., math.-phys. Kl. 1918, 582. 
* A. Nadai: Plastic behaviour of metals in the strain-hardening range. J. Appl. Physics 8 
205 (1937). ; 


Die FlieBbedingung und das Verformungsgesetz viskoser plastischer Stoffe 333 


5. fiir t) = 0 miissen alle erhaltenen Lésungen in die bekannten Beziehungen 
fiir die Strémung viskoser Fliissigkeiten iibergehen. 

Das von den Verfassern angegebene Flie8- und Verformungsgesetz, welches alle 
oben angegebenen Forderungen erfiillt, lautet: 


1 VT oe hs — 


On== 0 fiir Vly Sm e. 


Die Bedingungen (7) stellen die Verbindung zwischen den Verzerrungsgeschwin- 
digkeiten d;; und den reduzierten Spannungen S,; unter Verwendung der Viskositits- 
konstanten « nach Abb. 3 und des kritischen Wertes 1,2 der zweiten Invarianten 
J, des Spannungsdeviators her. 

Die Bedingungen (7) wurden in einer friiheren Arbeit von den Verfassern zur 
Behandlung eines Lagerproblems angewendet*. In den folgenden Abschnitten soll 
der Beweis gegeben werden, daf die eingefiihrten Beziehungen alle oben angefiihrten 
Forderungen erfiillen und im besonderen alle unter Punkt 4 geforderten Losungen 
liefern. AbschlieBend wird die Lésung des dreiachsigen Spurlagerproblems angegeben; 
die Behandlung der Str6mung von Bohrschlamm in tiefen Sonden bleibt einer nach- 
folgenden Arbeit vorbehalten. 


(7) 


IV. Die Strémung eines viskosen plastischen Stoffes zwischen parallelen iibereinander 
gleitenden Platten 


Die behandelte Anordnung ist in Abb. 1 dargestellt, die Bedeutung der in der 
Folge verwendeten Bezeichnungen geht daraus hervor. 
Als Lésung fiir die Spannungen kénnen wir unmittelbar anschreiben 


er ee i SN pO ge Pigg aU (8) 


und die Spannungs-Verformungsgeschwindigkeits-Beziehungen lauten einfach 


l/v 1 du 1 . 
das =5() —— i =F, (a72 3 ty) ( 10r' 6), = Tt, 


(9) 
d,, =.0 bi ure rae dee oe 


und damit wird 


wenn) G.,8— 7% q; 
(10) 
—=0 w,=—=0, wenn oj¢< T): 


Diese Anwendung der Gleichungen (7) fiir den Fall der gleitenden Platten, 
der technisch beim Problem des aus mehreren Gleitschuhen gebildeten Spurlagers 
angenahert verwirklicht ist, ergibt das charakteristische Verhalten fiir den aus Fett 
gebildeten Schmierfilm nach Abb. 3. 


V. Die laminare Strémung des viskosen plastischen Stoffes durch ein zylindrisches Rohr 
(Hagen-Poiseuille-Analogon) 


Eine Reihe von Autoren! haben experimentell das FlieBverhalten eines visko- 
plastischen Stoffes untersucht. E. Buckingham™ hat unter Verwendung des Bing- 


14. C. Bingham und H. Green: Paint, a Plastic Material and not a Viscous Liquid ; the 
Measurement of its Mobility and Yield Value. Proc. Amer. Soc. Testing Materials 19, 2. Teil, 
640 (1919). — H. Green: Further Development of the Plastometer and its Practical Application 
to Research and Routine Problems. Proc. Amer. Soc. Testing Materials 20, 2. Teil, 451 (1920). — 
G. W. Scott Blair: The Rheology of Soil Pastes. J. Rheology 1, 127 (1930). — H. E. Mahncke 
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hamschen FlieBkriteriums den eindimensionalen Strémungsvorgang durch das zylin- 
drische Rohr rechnerisch behandelt. Es soll mit Hilfe der allgemeinen Bezie- 
hungen (7) die Losung fiir dieses Analogon zur Hagen-Poiseuille-Stromung bestimmt 
werden. 

Das zylindrische Rohr habe den Innendurchmesser 2 & und bei Verwendung von 
Zylinderkoordinaten soll die z-Achse mit der Rohrachse zusammenfallen. Die radiale 
Koordinate wird mit r, die Umfangskoordinate mit 0 bezeichnet. 

Aus Symmetriegriinden folgt fiir die Geschwindigkeit in Umfangsrichtung wy» 
sofort 


Us = 0, (11) 
und weiters mu8 fiir die Axialgeschwindigkeit w, 


gelten. 
In Zylinderkoordinaten lautet die Kontinuitatsgleichung fiir das inkompressible 
Medium 


Tnse 1 due , ou, 
Y Or (r Uy) 4 r OO . da. 0. (13) 
Mit Benutzung von (11) und (12) liefert (13) é 
r+ u, = konst. (14) 
und mit der Randbedingung 
w= OO Harr RR 
folgt fiir die Radialgeschwindigkeit w,: " 
Un = (15) 


Die Verbindung zwischen den Spannungen und den Verformungsgeschwindig- 
keiten ‘wird unter Verwendung von (7) hergestellt durch die Gleichungen 


ou ie fh! RSE is 1 
ae eer ( ‘an ; 3 Orr — 3 (Foe + 0.2)), | 
\ 2 / 
1 gus a 1 (VI,—t\ {2 1 ; 
ee Mle BOTW eo (Grr + Ges) > 
2 / 


Ou, VJ,—t 2 1 
Co -2iy, 7 (3 vee — —g (Grr +o00)}, 
(16) 


1 ou, , dus 1 [VJ_—T 
Ue ea wae Ve, (920), 
Uy | OU, 1 VJ,— To 
oz | or uM V a (o, 7 ), 
ous ue , 1 du, 1 [/VJe— TB 
or r ' ¢ @8 [ VJo (or9). | 


Die Beziehungen (16) driicken fiir den allgemeinen Strémungsfall die Geschwindig- 
keiten w,, uw und u, sowie deren partielle Ableitungen durch die Normalspannungen o,,,, 
699, 6,, und die Schubspannungen o,9, o,,, 6,9 unter Verwendung der zweiten Invarian- 
ten J, des reduzierten Spannungstensors, der kritischen Schubspannung t, und des 
Viskositatsbeiwertes « aus. Die Summe der ersten drei Gl. (16) liefert die 


und W. Tabor: A Demonstration of Bingham Type Flow in Greases. ASME-ASLE Lubr. Conf. 
Balt., 1954, Paper No. 54-Lub 16. ‘ 


» E. Buckingham: On Plastic Flow through Capillary Tubes. Proc. Am i 
Materials 21, 1154 (1921). a ‘alent au ae 
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Kontinuitaétsgleichung (13), das System (16) liefert daher fiinf voneinander unab- 
hangige Beziehungen. 

Die ersten drei Gl. (16) fiihren, da im unendlich langen Rohr der Druckabfall je 
Langeneinheit konstant sein mu8, zu 


Orr = O22 = Ooo = G(T) 2 — pir) (17) 
und die verbleibenden drei Relationen des Systems (16) zu 
079 = 0, 
aye —— IE 
VJ, = ,,(r) 
und damit auf 
ui spelled = 0,,(7) + To. (18) 


Fir die stationare Str6mung hochviskoser Stoffe kénnen wir, wie in der hydrodyna- 
mischen Schmiertheorie allgemein iiblich, in den Bewegungsgleichungen die von 
den Massenkraften resultierenden Terme als klein gegeniiber den Reibungsgliedern 
ansehen und die drei Gleichgewichtsbedingungen 


20 py 1 Gore 7 On, | Srp — F899 0 
or r eo a r x S 
dors 1 dose O0%z 2 ore 
or Cr 0 dz. r 0, (19) 
Gor, , | Ooze , 00,, Ore __ 0 
Fm lla Se) ena r 


als weitere Bestimmungsgleichungen fiir das Spannungs- bzw. Stromungsfeld ver- 
wenden. Die Gl. (19) fiihren bei Anwendung auf unser Beispiel zu den beiden Be- 
ziehungen 

OY erat) = 0, | 


dor. a (20) 
St +9(r) += =0. | 
Zur Erfiillung der ersten der beiden Gl. (20) muB 
a (FiO ands. p'(r)=.0 
gelten und damit folgt 
g(r) =K und p= Po (21) 


wenn die beiden Integrationskonstanten mit K bzw. po bezeichnet werden. Mit Ver- 
wendung von (21) liefert die zweite der Gl. (20) 


Olt) =e (22) 

woraus bei Beachtung der Symmetriebedingung 
ery =O Stirs 0 (23) 

sich die Integrationskonstante C = 0 und damit 
6,,(r) = — = Kr (24) 


ibt. 
Ss Eine einfache physikalische Uberlegung zeigt, daf sich bei der ,, Hagen-Poiseuille*- 
Strémung eines visko-plastischen Stoffes auch unter groBem zur Verfiigung stehendem 
Druckgefille ein zur Rohrachse konzentrischer zylindrischer Stoffkorper vom Radius r* 
ergeben muB, welcher sich wie ein starrer Korper lings der Rohrachse bewegt. 
238 
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Dies folgt unmittelbar aus der eindimensionalen Flie8bedingung (2), da zum 
Erreichen der FlieBgrenze 1, ein endlicher Geschwindigkeitsgradient notwendig ist. 
In der Rohrachse wird jedoch bei Parallelstrémung aus Symmetriegriinden immer 


dv,(r) __ 
ie L 


gelten, so daB sich in jedem solchen Strémungsfall eine die Rohrachse konzentrisch 
umschlieBende Kreiszylinderflache ausbilden wird, innerhalb welcher sich der visko- 
plastische Stoff wie ein starrer Kérper mit der Geschwindigkeit wu fortbewegt. Diese 
Tatsache ist experimentell leicht nachzuweisen und in Abb. 4 ist ein solches charakteri- 
stisches Versuchsergebnis (nach H. E. Mahncke und 
jem W. Tabor) dargestellt. Die GroBe des Halbmessers r* 
— kénnen wir aus unseren bisherigen rechnerischen Ergeb- 
nissen leicht bestimmen. Das physikalische Kriterium fiir 
die Ausbildung der Grenzfliche vom Halbmesser r* ist, 
daB in dieser Grenzschicht die kritische Schubspannung T,) 
gerade erreicht werden mu8. Es muB8 also sein 


apt) =< 7gf a tees (25) 


und mit (24) erhalten wir 


es 


2 t 
Soh (26) 


Soll im Rohr FlieBen iiberhaupt eintreten, so muB 
gee all 


sein und wir erhalten daher aus der Ungleichung 


Y Pes EM oka 


2% 


Abb. 4. i> ae 
Experimentell und rechne- 
risch ermitteltes Geschwin- die FlieBbedingung fiir die Strémung durch das zylindri- 
digkeitsprofil eines visko- gehe Rohr zu 


plastischen Stoffes (Schmier- "fe SS Zoe (27) 
fett) in einem zylindrischen R 
ae 7 ean a Aus der Gl. (17) erhalten wir unter Verwendung von (21) 
nac . HK. Mahnecke und - ait “ : = 
W. Tabor) fiir die in axialer Richtung wirkende Normalspannung o,, 
Ozz = Kz— pp. (28) 


Aus Beziehung (28) ergibt sich unmittelbar die physikalische Bedeutung der Kon- 
stanten K und py. Die GroBe K miBt das zur Verfiigung stehende spezifische Druck- 
gefalle langs des durchstromten Rohres, p, ist der am Beginn der Strémung (z = 0) 
herrschende Flissigkeitsdruck. 

Mit dem so bestimmten Spannungsverlauf kann die Ermittlung der Strémungs- 
geschwindigkeiten durchgefiihrt werden. Die Verbindung zwischen den Strémungs- 
geschwindigkeiten und den Spannungen wird durch Gl. (18) hergestellt, aus welcher 
mit Benutzung von (24) folgt: 

du,(r) 1 


tl = a Kr 4 i fiir o,, 2 Tp: (29) 


Die Loésung von (29) folgt unter Beachtung der Haftbedingung 


OAT) = Ot. Gruen Ke 
zu 
it Ts 


u(t) = — 7K (8 — B) +r = R). (30) 
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Da diese Lésung im Intervall 
Date a 1 
giiltig ist, so erhalten wir fiir die Stroémungsgeschwindigkeit des sich wie ein starrer 


Korper in Richtung der Rohrachse bewegenden Flissigkeitsvolumens vom Basis- 
halbmesser r* unter Benutzung von 


Mit) = U,, tir 4 7* 


den Ausdruck 


1} = 
tig eps KP RP) a (r* — R). ey 
Das sekundliche DurchfluBvolumen q folgt aus 
R R 

; . 9 ¢ ) 1 a 

q= | u,-2urdr= u,wr*? + 2a \|— ye K (2 — Rr) + a (2? — Rr)\dr_ (82) 
unter Beachtung von (26) zu 
cg al fal 4 Sivas 

= dan [a KR mas od (33) 


DaB die vorstehende Lésung fiir die Strémung des visko-plastischen Stoffes die 
in Abschnitt 3 formulierte Bedingung (5) erfiillt und fiir verschwindende FlieBspan- 
nung Tt) = 0 in die fiir Newtonsche Fliissigkeiten giiltige Lésung iibergeht, ist an 
Gl. (30) unmittelbar zu ersehen. 


VI. Die Couette-Stré6mung des viskosen plastischen Stoffes 


Um die, einen viskosen plastischen Stoff kennzeichnenden Materialkonstanten 
und t,) viskosimetrisch zu bestimmen, kénnte die Lésung des unter Abschnitt IV 
dieser Arbeit behandelten Falles der beiden tibereinander gleitenden Platten (s. Abb. 1) 
herangezogen werden. Eine solche Versuchsanordnung erweist sich jedoch als nicht 
auswertbar und es wurde daher die Verwendung eines Kapillarviskosimeters zur Be- 
stimmung von yw und t, vorgeschlagen und auch vielfach verwendet. Aus der im vorigen 
Abschnitt angegebenen Beziehung (33) folgt — in Ubereinstimmung mit der von 
E. Buckingham angegebenen Lésung —, daf die Beziehung zwischen sekundlichem 
Durchflu8volumen und aufgewandtem Druckgefille, bzw. bezogenem Druckgefille 
nicht linear ist. Dem Bestreben, eine Viskosimeteranordnung so anzugeben, dab 
die Beziehung zwischen zwei leicht meSbaren und die Stoffkonstanten bestimmenden 
GréBen linear bleibt, hat M. Reiner!® entsprochen und gezeigt, da’ sich die 
Materialkonstanten eines visko-plastischen Stoffes bei Anwendung eines Analogons 
zur Couette-Strémung mit Hilfe der Messung einer Winkelgeschwindigkeit und eines 
aiuBeren Momentes bestimmen lassen. Die Beziehung zwischen der zu messenden 
Winkelgeschwindigkeit m und dem auBeren Moment M bleibt, wenn die Messung au 
einer diinnen Materialschicht durchgefiihrt wird, fast iiber den ganzen MeBbereich 
linear. In diesem Abschnitt wird die vollstaéndige Losung des Couette-Stromungs- 
problems fiir beliebige Versuchsanordnungen angegeben. 

Als Couette-Strémung bezeichnet man bekanntlich die Strémung einer viskosen 
Flissigkeit zwischen zwei konzentrischen Kreiszylindern und bei den auf diesem 
Strémungsprinzip aufgebauten Viskosimetern iiblicher Bauart wird der innere Zylinder 
in Rotation versetzt. Die Messungen am Couette-Viskosimeter sind fiir eine groBe 
Anzahl technisch wichtiger Stoffe leicht ausfiihrbar. Das fiir den Antrieb des rotieren- 
den Zylinders erforderliche 4u8ere Moment M kann leicht gemessen und als Funktion 


16 M. Reiner: The Theory of Plastic Flow in the Rotation Viscometer. J. Rheology 1, 5 
(1929/30). 
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der resultierenden Winkelgeschwindigkeit w aufgetragen werden. Die fiir den plasto- 
viskosen Stoff zu bestimmenden physikalischen Konstanten sind die Viskositatszahl « 
und die kritische Schubspannung 1. 

Zur Durchfiihrung der Rechnung wollen wir annehmen, da das Verhaltnis der 
Linge 1, des Viskosimeters zum Innenradius 7, bzw. zum auBeren Radius 7, so 
groB ist, daB ebene Strémung angenommen werden kann. Wir verwenden wieder 
Zylinderkoordinaten, durch z werde die axiale, durch r die radiale und durch # 
die Umfangsrichtung gemessen. Wir vernachlassigen wieder Massen- und Tragheits- 
‘krafte und kénnen aus der Annahme ebener Strémung folgern, daB weder die Ge- 
schwindigkeiten noch die Spannungen von z abhingig sein kénnen und daf im be- 
sonderen wu, = 0 gilt. 

Die Symmetrie um die in der Viskosimeterachse liegende z-Achse ftithrt zur Fol- 
gerung, daB die Spannungen und Geschwindigkeiten auch unabhangig von # sein 
miissen und daher alleinige Funktionen des Radius r sind. 

Ist die zweite Invariante des reduzierten Spannungstensors groBer als ein kritischer 
Wert 7,2, gilt also 
; VJ 2 =, 


dann folgen fiir die Strémung zwischen den in relativer Rotation befindlichen Zylindern 
aus den Spannungs-Verformungsgeschwindigkeits-Beziehungen (16) die Gleichungen 


dr Vie 
2 Uy ie Eee | 
- , ( Woe Sse; 
o= (Pe) 5,,, 
V 2 (34) 
(yes / a) 0 : 
f Vo ZD» 
VJg—t 
0= ( — On z, 
VJo | 
dus Us NE ee 
x dr 2) =| a) | 
mit der tiblichen Bedeutung 
; 1 
J, = 9 US S90” Be) = Oy 9” G3 Ores (35) 
Gilt 
Vole —- To 


dann werden die rechten Seiten der Gl. (24) zu Null. Die drei Gleichgewichtsbedin- 
gungen lauten: 


do,» ] ) 
an ri , (,> ae O99) = 0, | 
do 20 
reo ro 
doy, | On, 
dr JO oeMae 0. 


Die Lé ur di i 
dsungen fiir die neun Funktionen S,.,, So», Sie) Sra Oso, Ong) Uae Und 


haben den beiden Gleichungssystemen (34) und (36) sowie den gegebenen Rand- 
bedingungen zu geniigen. 
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Fir die Couette-Strémung liegt mit 
Srp = So = 0 (37) 


ein Lésungsweg nahe und es folgt weiters aus den Gl. (34) 
pov = 029 = 0,, = 0, U, = 0 (38) 
und mit Ausniitzung von (35) erhalten wir aus (34) bzw. (36) die Relationen 
do, » “049 
dr renee 0, 
dus Us 
u( a0 }=a—7, Pal. G9, <: t (39) 
bzw. du, uy 
u( ere a )= 0 Pur Gee < Te: 


Die Loésung der ersten der Gl. (39) wird mit Verwendung der Integrations- 
konstanten C 


Or 9 = 7p: 


(40) 


Zur Bestimmung von C setzen wir fiir den stationiiren Zustand das wirkende 
auBere Drehmoment M gleich dem Moment, welches durch die Schubspannungen o; » 
aut der Mantelflache eines zylindrischen Stoffkérpers von beliebigem Radius r aus- 
geiibt wird. Es folgt 

Maan ons = 2a, °C 
und damit wird 
M 
ieee ey oy 


(41) 


Aus der zweiten bzw. dritten der Gl. (39) ist nunmehr die tangentielle Stromungs- 
geschwindigkeit ws zu bestimmen. 
Wir wollen zuerst den Fall 


; M 
Orel max << To das hei®Bt ter =<; (42) 


untersuchen. Dafiir folgt mit der Randbedingung 


Migs as thet Sit t's 
aus der dritten der Gl. (39) 


up =0. (43) 
Wir betrachten nun den Fall, fiir welchen 
Oro] max = To, 
aber gleichzeitig was 
M 
Veh ee Vase z a (44) 


gilt. Die Loésung der zweiten der Gl. (39) wird dann unter Beachtung der Rand- 
bedingung : 


‘ = 
U5.—= 0 for cD a ls Fo (45) 


zu poe Sees | 
M 2 M 
we =—(-qee term “0 | fiir ners|/ (46a) 


2a1,t)r? let, 


ney. Us = 0) | fiir Vee — T = Ty. (46b) 
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Die Winkelgeschwindigkeit « des inneren, rotierenden Zylinders fir eine Losung 
nach (46a) folgt aus 


ieee es Aen sr (1 +ing—j7-79). (47) 


To 4 ly To? we Dela te Mor 


Als letzter Fall soll die Strémung bei Erfiillung der Ungleichung 


a | 

Ty SS Vea = Ip To (48) 
untersucht werden. Fiir diesen Fall folgt als Lésung aus der zweiten Gl. (39), wieder 
unter Beachtung der Randbedingung 


ito == 0. , 40 
fiir die tangentielle Geschwindigkeitskomponente 


Mr Ty? To? To fn 
i bal ee — In — eS 
=r (1 mo )+ - In— fir ro Sr Sr, (49) 


woraus sich die Winkelgeschwindigkeit w des inneren Zylinders zu 


) +“ In (50) 


M ( Ty? 
Lb To 


OF 4 a wy ty? 7? 
ergibt. 

Die oben angegebenen Lésungen fiir die Couette-Strémung eines viskosen plasti- 
schen Stoffes zeigen, da wir folgende drei physikalisch méglichen Falle zu unter- 


scheiden haben: 
= 
Te ae ) aor (51) 


1. Wenn 
dann tritt im Versuchsmedium kein FlieBen ein; 
2. wenn 


M 
to = Qaht = Tp (52) 
dann besteht eine kreiszylindrische Trennflache zwischen dem flieBenden und dem 
sich wie ein starrer Korper drehenden Stoffteil. Der Halbmesser dieser zylindrischen 
Grenzflache ist 


re rs Sig eT: (53) 


und fiir die Winkelgeschwindigkeit @ des inneren Zylinders als Funktion des auBeren 
Momentes M ergibt sich in dimensionsloser Darstellung 

2a v 5 av 

20K _ M sen VM 


To 2 tbo ToT? 


Daly tyr? (58) 
3. wenn 


Res (a ds. 
= // ee (55) 


dann flieBt der plastische Stoff an jeder Stelle zwischen den beiden Zylindern, und 


fiir die Winkelgeschwindigkeit @ als Funktion des antreibenden Momentes M erhalten 
wir 


20 lM M 7 r 
aes ce | ec Seale oe 9 b 
T aa ae alts 1) + 2In T (56) 
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In Abb. 5 ist die Beziehung zwischen dem auSeren Moment M und der resultierenden 


Winkelgeschwindigkeit m des inneren Zylinders dargestellt, als Parameter treten die 
Verhialtnisse r,/r, auf. 


Die voll ausgezogene Linie gilt fir den Fall r, =>|/9-7,. Fir das Verhalten bei 
1 <V9-r9 gibt die voll ausgezogene Linie die genaue Lésung von M = 0, w = 0 
bis zum Schnittpunkt der voll ausgezogenen Kurve mit der fiir den zugehorigen 
Wert von r;,/r) gezeichneten strichlierten Kurve. Fiir groBere Werte von gibt 
die strichlierte Linie jeweils die genaue 
Lésung. Das heiSt in anderen Worten, 
die voll ausgezogene Kurve von M = 0, 
wo = 0 bis 


M 
Ahi; 


M 


Paha er” 


stellt den Fall 1; die voll ausgezogene ¢ 
Kurve fiir @ > 0 den Fall 2; die strich- 
lierten Kurven den Fall 3 fiir das < 
jeweilig giiltige Verhiltnis r,/r, dar. 

Unter Verwendung von Abb. 5 kann 
zur Bestimmung der charakteristischen 
Stoffkonstanten t, und uw eines visko- 
plastischen Stoffes die Auswertung von z 
Messungen an einem Couette-Viskosi- 
meter unmittelbar durchgefiihrt wer- 
den. 


VII. Ebene Spurlager mit Fettschmierung 2 


Die Versuche von G. Cohn und 
J.W. Oren!’ haben gezeigt, daB Lager 7 
mit Fettschmierung sich in vieler Hin- 
sicht von den mit Ol geschmierten Lagern 
unterscheiden. In der Folge haben C. R. a 7 2 3 4 5 ge 
Singleterry und E. E. Stone sowie . 
H. E. Mahncke und W. Tabor!’ gezeigt, Abb. 5. Dimensionslose Darstellung des am inneren 


: : : : Zylinder eines Couette-Viskosimeters wirkenden 
da Schmierfett eindeutig die charak- auBeren Momentes M als Funktion von 2 u/Tt, 


teristischen Eigenschaften eines visko- fiir verschiedene Werte des Parameters 71,2/7r,2 
plastischen Stoffes zeigt, also im Gegen- 

satz zu Ol sein Verhalten durch den Newtonschen Reibungsansatz nicht beschrieben wer- 
den kann. F. Osterle und E. Saibel!® machten von den Versuchsergebnissen fiir die 
rechnerische Untersuchung eines ebenen Spurlagers Gebrauch und vernachlassigen in 
ihrer Untersuchung die von der relativen Rotation der Lagerhalften hervorgerufenen 
Schubspannungen gegeniiber den durch die radiale Speisestromung hervorgerufenen 
Spannungen. Die Beschrankung auf ein solches einachsiges Spannungssystem war not- 
wendig, um das Problem mit dem eindimensionalen Binghamschen FlieBkriterium (2) 
behandeln zu kénnen. Die Ergebnisse einer solchen Behandlung kénnen nur so lange 


17 G. Cohn und J. W. Oren: Film-Pressure Distribution in Grease Lubricated Journal 
Bearings. Trans. Amer. Soc. Mech. Engr. 71, 555 (1949). 

18 C. R. Singleterry und E. E. Stone: Rheological Properties of a Lubricating Grease. 
J. Coll. Sci. 6, 171 (1951). — H. E. Mahncke und W. Tabor: A Demonstration of Bingham 
Type Flow in Greases. ASME-paper No. 54-Lub. 11. 

19 F. Osterle und E. Saibel: The Rheostatic Thrust Bearing. ASME-paper No. 55-Lub-6. 
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als Naherungslésungen bezeichnet werden, als die Stromungsgeschwindigkeit in der 


Umfangsrichtung klein im Vergleich zur Stromungsgeschwindigkeit in radialer Richtung 
ist. Diese Annahme 148t sich jedoch nur fiir Spurlager mit sehr niedriger oder ver- 
schwindender Winkelgeschwindigkeit aufrecht erhalten. 

A. Slibar und P. R. Paslay®® haben das Problem des ebenen Spurlagers mit 
Verwendung der von den Verfassern angegebenen Beziehungen (7) behandelt und 
fiir den stationiren Zustand die dreidimensionale Lésung fiir das im Spurlager vor- 
handene Stromungs; bzw. Spannungsfeld angegeben. Der Lésungsweg soll im folgenden 
kurz angegeben werden. 

Das Schema eines Spurlagers ist in Abb. 6 gegeben, die dort angegebenen Be- 
zeichnungen werden in der folgenden Rechnung verwendet. 

Fir die meisten Spurlager wird die Strémung durch die relative Rotation von 
oberer und unterer Lagerhalfte geschaffen und dieser Umfangsstro6mung eine Radial- 
strémung durch Zufiihrung des Schmiermittels in Lager- 
mitte tiberlagert. Beim Vergleich der Betrage dieser 
Geschwindigkeiten folgern wir unmittelbar, daB die Radial- 
komponente klein im Vergleich zur tangentiellen Geschwin- 
digkeitskomponente sein wird. Dementsprechend muB das 
Kriterium fiir FlieBen, die zweite Invariante J, des redu- 
zierten Spannungstensors, in erster Linie von den durch 
Rotation allein hervorgerufenen Schubspannungen beein- 
fluBt werden. 

Abb. 6. Schema des behan- Diese obige Uberlegung fiihrt zu folgendem mathemati- 
delten ebenen Spurlagers schem Weg: Wir losen das Lagerproblem zuerst unter 

alleiniger Betrachtung der Stromung in Umfangsrichtung. 
Zu den erhaltenen Losungen fiir die Geschwindigkeiten und Spannungen werden 
die von der Radialstr6mung resultierenden Beitrige addiert. Durch Anwendung 
der St6rungsrechnung kénnen diese letzteren Betrage fiir das Spannungs- bzw. 
Stro6mungsfeld erhalten werden. 


Als Lésungen fiir die Stromung in Umfangsrichtung erhalten wir unmittelbar 


OZ 
Uy = U, = 0, Us = Ih? 


| land 
029 = To + sy ( (57) 


Se Soa Se Org Ore 0; J 


woraus nach Uberlagerung der Beitrage der radialen Strémung folgt: 


Wy =—“¥ uy, =—~u 2 sab ye ia 
= ry @ p 19 p= ry) @ %1> ig 2h ah Tp © W915 
Sheg= Uo S 8 Uo ~ Uo 
r — ry @ rr. oo = 1) Soo 1> See aoe om oO Z21> (58) 
Uy ro u U 
Ong = —— OG, Onn Sac r eyes | 9 2 2 =, Sad i, 
ro ro 7? O1> 20 To + HL oye a. 1) © Oz915 Onz To Orz1: 


In Gl. (58) bedeutet w) den Maximalbetrag der Radialgeschwindigkeit und auf 
Grund der vorstehenden Ausfiihrungen kann die Giiltigkeit der Ungleichung 


Unis 


Lo O < l (59) 


unmittelbar eingesehen werden. 


20 A. Slibar und P. R. Paslay: On the Theory of Grease-Lubricated Thrust Bearings. Trans. 
Amer. Soc. Mech. Engr. 1956, Paper No. 56-Lub 1. 
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Die fiir Eintreten der Strémung charakteristische GréBe J, wird unter Beibehaltung 


J,= (tom se) 2 a (9 Lu Tr) O02: (60) 

Die Anwendung der Kontinuititsgleichung (13), der Spannungs-Verformungs- 

geschwindigkeits-Beziehungen (16) und der Gleichgewichtsbedingungen (19) liefert 

nach Elimination der iibrigen unbekannten Funktionen fiir die mit “0 multiplizierte 
radiale Stromungsgeschwindigkeit w, die partielle Titferentiniblefening 


Obey si ee a py , 2 Prey | 2 APetpy 8 Oy 2 yy | 8 yy 
dz4 dr O22 oe Ors r Or G22 v2 Ort re azt | op Op 
2th 
Zz wro 2 Puy, 2 Puy, Uys Lero-tere 5 Un, , 5 
pe Mr = ie 2h |r are Pip ‘Or 622 +3 i Get gk or? Or} pt Ural 
Muro (61) 


Erweitert man die homogene Lésung der Differentialgleichung (61) zur Bestimmung 
einer partikularen Lésung durch eine Exponentialreihe in 7, deren Koeffizienten un- 
bekannte Funktionen /,(z) sind, schreibt also 


Gre 2% h 

py = = (@ — Bt) +S Shee (62) 
ES =o 

und bestimmt diese Funktionen /,(z) und die Integrationskonstanten mit Hilfe der 

Rand- und Symmetriebedingungen, dann erhalt man fiir die Strémung in radialer 


Richtung die Lésung 


ae 2th (Ch*\| 1 4 1 2 
La oT (2 ai h*) rer sae | rs lig (1 ma az) TF AO. (1 ip =)) (63) 
Fiir die einzige noch zu bestimmende Integrationskonstante C in (63) folgt bei 


Beniitzung der integrierten Form der Kontinuitatsgleichung fiir das inkompressible 
Medium 


a op Gs fae. (64) 
wenn g das dem Lager je Zeiteinheit zugefiihrte Schmiermittelvolumen bedeutet. 


Mit Benutzung von (63) lassen sich alle weiteren Unbekannten w,, vs, S,,, S59, 
S,25 O, G9 und o,, unter Verwendung der Gleichungssysteme (16) und (19) be- 
stimmen. 

Integriert man zur Bestimmung der Tragfihigkeit W des Spurlagers die in 
axialer Richtung wirkende Normalspannung o,,(7, z) fiir 2 = + h tiber die Lagerflache, 
dann erhalt man fiir die Belastbarkeit des fettgeschmierten Lagers den Ausdruck 

= 3 t F oe — 1) tere (ts — oa + a)h (65) 

Diese Beziehung ist in Abb. 7 zur unmittelbaren Auswertung durch den Konstruk- 
teur in dimensionsloser Form unter Verwendung des zur Zufiihrung des Schmier- 
mittels verfiigbaren Druckgefalles Ap als Funktion der dimensionslosen Verander- 
lichen ; Th 


fiir verschiedene Werte des Parameters 7,/r, aufgetragen. Abb. 7 erlaubt bei bekannter 
Flie8spannung t) eines gewahlten Schmiermittels, nach Herstellungsgenauigkeit 
gewahlter Filmdicke 2 h, bekannter Viskositat des verwendeten Fettes und gewahlten 
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geometrischen Verhiltnissen des Lagers, die Tragfihigkeit des Spurlagers als Funktion 
der momentanen Winkelgeschwindigkeit w zu entnehmen. 


Analog zu Abb. 7 kann das zur Aufrechterhaltung der Rotation des Spurlagers 
erforderliche ’uBere Moment M und die zum Betrieb notwendige Schmierpumpen- 
leistung N mit den bekannten Lésungen fiir das Schmiermittelvolumen g und dem 

‘ag erforderlichen Druckgefille Ap fiir ver- 


Diy schiedene Werte des Parameters 1;/r) dar- 


A ee gestellt werden. 
% 


Es soll beachtet werden, daB alle fiir 
das mit plasto-viskosem Stoff geschmierte 
Lager erhaltenen Lésungen bei verschwin- 
dender kritischer Schubspannung in die 
Lésung fiir das mit Newtonscher Fliissig- 
keit (to = 0) geschmierte Lager tibergehen. 
Damit ist die in Abschnitt III dieser Arbeit 
formulierte Bedingung (5) erfiillt und fir 
CEREUS | UR} EERO ON ER pt tT) = 0 kann der in Abb. 7 auf der Ordi- 

de natenachse liegende Wert fiir die Be- 


Abb. 7. Die dimensionslose Darstellung der : se : : = 
Tragfahigkeit W eines ebenen Spurlagers als stimmung der Tragfihigkeit eines 6l- 


Funktion von t)h/u 7) w fir verschiedene Werte geschmierten Spurlagers entsprechend dem 
des Parameters 7;,/r5 gewahlten Wert fir r,/r) verwendet 


werden. 

Rechnet man mit gleichem numerischem Wert der Viskositaétszahl ~ und einem 
ublichen Wert fiir t) ein Vergleichsbeispiel durch, so erweist sich bei einer Drehzahl 
von 20 Umdr./Min., da der Unterschied zwischen 6l- und fettgeschmiertem Lager 
im sekundlichen Schmiermittelvolumen g, der erforderlichen Antriebsleistung N fiir 
die Speisepumpe und der Belastbarkeit W eines solchen Spurlagers etwa 10% betragt. 


iS 


(Eingegangen am 18. April 1956) 


Einflu8 der Baustoffdampfung und einer d4uferen Fliissigkeitsreibung 
auf die ebenen Biegungsschwingungen eines Kreisringes 


Von K. Federhofer, Graz 
Mit 1 Textabbildung 


Zusammenfassung. Die genaue Berechnung der Biegungsschwingungen eines diinnen Kreis- 
ringes erfordert die Beriicksichtigung einer Reihe von Nebeneinfliissen, wie Dehnung der Ring- 
achse, rotatorische Trigheit, Schubkrafte (bei den riumlichen Eigenschwingungen auch Wéolb- 
krafttorsion, Verwolbungstragheit), die in meiner Schrift ,,Dynamik des Bogentragers und Kreis- 
ringes‘‘! formelméBig ermittelt und deren EinfluBbereich zahlenmiGig festgestellt worden ist. 
Hingegen blieben dort unberiicksichtigt die Hinfliisse einer auBeren und inneren Reibung (Bau- 
stoffdampfung) auf die Schwingzahlen der ebenen Biegungsschwingungen. Diese sollen im nach- 
stehenden genauer untersucht werden. 


I. Die Differentialgleichungen der ebenen Biegungsschwingungen 


Ks werden folgende Bezeichnungen beniitzt: 


u(y, t), w(y,t) radiale und tangentiale Schwingungsausschlage eines Punktes P der 
Ringachse mit den Polarkoordinaten a und g (Abb. 1); 


' Wien: Springer-Verlag. 1950. 
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B= HF Biegungssteifigkeit fiir die Biegung in der Ringebene mit F als konstantem 
Ringquerschnitt, # als Elastizitiitsmodul und 7 als Trigheitshalbmesser ; 
4, schwingende Masse je Liingeneinheit des Ringes; 
wo Kreisfrequenz der Kigenschwingung. 


Mit den Spannungsresultanten N — Normalkraft, Q = Querkraft, M — Biegungs- 
moment und den in den Richtungen u, w je Lingeneinheit des Ringes wirkenden 
auBeren Lasten p,, p, gelten fiir das Gleichgewicht eines 


Ringelementes ds = adgy die Bedingungen Ce. p 
aq N lU 
as ae a + py = 9, 


oN Q 
en ore ea = 0, 
oM 


Ersetzt man hierin die auBeren Lasten p,, p, durch die d’Alembertschen Trigheits- 
widerstinde in radialer und tangentialer Richtung, nimlich 


Ou cr 
Pu = fy poy ic Se My U, 
Cw as 
Per cikasga The 


und fiigt die einer auBeren, der Geschwindigkeit proportionalen Fliissigkeitsreibung 
entsprechenden Anteile — r, wu, bzw. — 7, w hinzu, so fihren obige Gleichungen zu 
den Bewegungsgleichungen 


aq oN ns ; 
ie tie he — TY =%, (1) 
oN Q ee 5 
i ae Noe ee fap a 1 0, (2) 
om 
7 +O=0. (3) 


Hierin ist der fiir niedrige Ordnungszahlen der Eigenschwingungen geringfiigige 
Einflu8 der Drehungstragheit vernachlassigt, ebenso auch ein von der Fliissigkeits- 
reibung herriihrender Drehungswiderstand. Der von der Querschnittsform des Ringes 
und von der Stellung des ausgelenkten Ringelementes abhingige Reibungsbeiwert r, 
wird im folgenden als konstant vorausgesetzt. 
: ] 

Mit y als Biegungswinkel gilt M—B ae worin p= (ui + w), so dai 

Wa pe - Lom hierin bedeuten rémische Zahlen die Ableitungen nach y. Wenn 
a 


die durch die inneren Reibungen hervorgerufenen zusatzlichen Biegespannungen als 
lineare Funktionen der Deformationsgeschwindigkeiten angenommen werden, was 
sich in vielen Fallen bewahrt hat, so ist mit 7; als Koeffizienten der inneren Reibung 
der Ansatz fiir M zu erweitern auf 


0 \ oy . 
M=B(l | se) ds’ 


demnach gilt mit Einfiihrung eines Zeitoperators 7,1 + 7; : 


ull + wi 


ee er. (4) 
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Fir die Normalkraft N gilt mit ¢ = —— als Dehnung der Ringachse und mit 


Beriicksichtigung der inneren Reibungen 
N=EP(L +n z 
Das Gleichungssystem (1) bis (5) fithrt durch den folgenden EliminationsprozeB 
za den gesuchten Schwingungsgleichungen fiir u(y, t) und w(9, ¢). 
Zunichst entsteht durch Beseitigung von N aus den Gl. (1) und (2) 


je= EFT, =". (5) 


a 


*° Ore 5 Cane 
P4Q +m a(i0— Zt) +anli— Zu) = ; (6) 
Aus (3) folgt im Vereine mit (4): 
1 oM BT 
Q et a ay =e a kan? yt), (7) 
womit Gl. (6) iibergeht in 
gh gt a aptly es ey een (8) 
1 (UY we Rw wr) Bo (w BR. té 
Mit den Abkirzungen 
4 
it Sa eles (9) 
wird “5 — oc und es laBt sich Gl. (8) vereinfachen in 
TI IV 11 oor é I 
Tr (uw + wlll + wl + alt) — 0 (Se + oF) (w — ul) = 0. (10) 


Die Eintragung der fiir N und Q gema8& den Gl. (5) und (7) geltenden Werte in 
Gl. (1) ergibt mit den in (9) eingefiihrten Abkiirzungen und mit 


B ed 


eo (uy) 
I IV IIL é Ja 
Ty [wt — u— « (w + w \]— alo 4 + ga}u=0, 
der mit dem Zeitoperator 1, ¢(— =): 
oder mit dem Aeltoperator 2=0(Fa ere E 
T, (wi — owl — ow —u)— «1 T,u=0, (12) 
wahrend Gl. (10) hiermit iibergeht in 
T, (uv + wht + wlY + wt) — T, (w— u}) = 0. (13) 


Die Gl. (12) und (13) sind die Grundgleichungen, denen die Schwingungsausschlige 
u(@, t), w(y, t) der ebenen Biegungsschwingungen geniigen miissen. 


Il. Kreisfrequenzen und Dampfungsfaktor 


Mit den EHigenfunktionen U(p), W(y), einer Zeitfunktion g(t) und den Produkt- 
ansatzen 


up, t) = Ulg) alt), | 


14 
w(t) = W(p)at) | — 
folgen aus den Gl. (12) und (13) die Bedingungen 
dice ine ha RCS ee! (9) 
aU ee GE (15) 
und 
UY OR ae T(q) 


Ul— W gem ee (16) 
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Diese sind nur dann erfiillt, wenn beide Gleichungsseiten ein und derselben Kon- 
stanten x gleichgesetzt werden. 


Damit ergibt sich dann aus (15) und (16): 
a oUV1+0+e«W"— Wl=x«U, 
UY+UM4 wv 4+ w= x(Ul_— W), 
oder mit dem symbolischen Multiplikator D(...)—=(...)!: 


[« D* — (x« —1)]U + [a D§— D] W —0, 

LD + D§’— x D)U + [D4+ D? +x] W=0. 
Hieraus folgt, da jede der beiden Kigenfunktionen ein und derselben Differential- 
gleichung geniigen mu, die durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante dieses 


homogenen Gleichungspaares entsteht. Die Entwicklung dieser Determinante liefert 
fiir U(p) die homogene Differentialgleichung 6. Ordnung: 


OXI + (2+%a) UN + [1 — (14+ «) x] UM — x(x a0 —1)U =0. (17) 
Fiir W() gilt dieselbe Gleichung. 


Fiir den geschlossenen Kreisring kommen als Integrale der Gl. (17) nur die mit 
2a periodischen Lésungen cos (nq) oder sin (xq) in Betracht, worin eine be- 
hebige ganze Zahl ist, die fiir die Biegungsschwingungen gleich oder gréBer als 2 sein 
mu. Mit diesem Ansatze folgt aus (17) die fiir x quadratische Gleichung: 


ax — (1 +n?) (1 + 0 n?)x + n? (nr? — 1? = 0, (18) 
deren Wurzeln x,, x, die Konstante x als Funktion von n ergeben. Die bei der Ab- 
leitung der Gleichungen des Abschnittes I benutzte eindimensionale Biegungstheorie 


des diinnen Ringes liefert, wie ich in der eingangs erwahnten Schrift? gezeigt habe, 
sehr zuverliissige Ergebnisse, wenn ihr Anwendungsbereich ‘bei Schwingungsproblemen 


mit etwa o < sani (entsprechend einem = < 0:1) begrenzt wird, wo h die Ring- 
stirke bedeutet. 

Im Hinblicke auf die Kleinheit von « sind die beiden Wurzeln der Haupt- 
gleichung (18) von sehr verschiedener GroBenordnung; die kleinere von beiden ist*® 


n® (nF --— 1)? 


1 = at $V an) § su 
die zweite ist von der GréBenordnung 1/« und hat den Wert 
1 
ry ==(n® + —)(n? + 1) — 4. (20) 
Da nach (15) und (16): 
peau a c(G+ e049) 
2 1 iii Ct tea 7 
so folgt fiir die zeitabhangige Funktion q: 
q+26¢+*?¢=0, (21) 
worin 
Ge @ + = lie (22) 
ort = =, (23) 


Cc 


2 Vgl. dort den Abschnitt D, 3, S. 92—95. 
3 Mit «0 ergibt sich aus GI. (19) der von R. Hoppe gefundene Sonderwert 
x, = n? (n?— 1)2/1 + n®. J. Math. (Crelle) 73, 169 (1871). 
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Gl. (21) besitzt die Losung: 


Gj; = € 'nt (A, cos, t + B,, sin @, 4), (24a) 
wenn 
On = Vwn*® — 5,2 =f (25a) 
und 
Qn = € nt (A, Cos w, ¢ + B, Sin w, ¢), (24b) 
wenn 
=) On = o (25b) 
wobei w, die der Ordnungszahl » der Schwingungen entsprechende Kreisfrequenz 
angibt. 


Gl. (24a) entspricht der gedimpften Schwingung und Gl. (24b) der aperiodischen 
Schwingung. A, und B, sind durch Anfangsbedingungen bestimmt. 


Bei fehlenden Reibungen verschwindet nach Gl. (22) die Abklingungskonstante 4, 
und es wird gemaB (25a): wy, = @n*; w,*? = = bedeutet daher die Kreisfrequenz 
der ungedimpften ebenen Biegungsschwingungen des Ringes, fiir die sich bei Ver- 
wendung der kleineren der beiden Wurzeln von x mit Gl. (19) ergibt: 

My a*t OO," n2 (n? —_— 1)? 
B ~ (Ln apn), 

Die Wirkung duferer und innerer Reibungen hat eine Abnahme der Kreis- 
frequenz w,* auf den Wert w, zur Folge, da gemaB Gl. (25a): 


WO a Wass oo One. 
worin die Abklingkonstante 6, nach Gl. (22) bestimmt ist durch 
20, = 0'-+ 7, @,*". 


Sie hangt von der aéuBeren und inneren Reibung (Baustoffdimpfung) ab, die durch o 
und r; charakterisiert ist. Wird nur die 4uBere Reibung (@) beriicksichtigt, so ist 6, 
von der Ordnungszahl unabhangig. 

Bei Beriicksichtigung der Baustoffdampfung ist aber 6, von der Ordnungszahl n 
abhangig, und zwar so, daB 6, mit zunehmender Ordnungszahl gréBer und damit 
auch der DampfungseinfluB groBer wird. Im Bereiche der Gl. (25b) werden die 
Oberschwingungen bei Vorhandensein der inneren Reibungen aperiodisch. 

Die Erfiillung der dafiir maBgebenden Ungleichung 


0,' = 6,7 — a,** > 0 (27) 
wird vor allem begiinstigt bei Kreisringen, die einem konstanten radialen AuBen- 
drucke p je Langeneinheit des Umfanges unterworfen sind, da dann die Kreis- 
frequenz w,* gemaB der Gleichung* eine Abnahme erfahrt 

3 
slat ols ee ae (n* — = oS 
Bo (+n) (lt+ an)? =) 
die mit p = 0 wieder zuriickfiihrt zur Formel (26) von R. Hoppe. Fiir den Eintritt 
aperiodischer Bewegung, also mit 6, = «,*, liefert Gl. (28) 


B 1+ n2) (1+ 2 
p= (n*— 1) — pad Se ee (29) 


Da Pit = kas (n? — 1) den fiir das Einbeulen des gleichmafig gedriickten Ringes 
mafgebenden kritischen AuBendruck angibt, so zeigt Gl. (29), daB die Schwingung 


(26) 


4 K. Federhofer; Ingenieur-Arch. 4, 110 (1933). 
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aperiodisch wird, wenn der AuSBendruck einen von der Daimpfung abhangigen Wert 
unterhalb des kritischen AuSendruckes annimmt. 


Fiir zwei zueinander gehérige Eigenfunktionen U(p) = C, cos n y und W(¢) = 
= C,sinn@ ergibt sich aus Gl. (15) das Verhiltnis 


CC, n(an®?+ 1) 
C. Cason 
bzw. aus Gl. (16) zu: (30a, b) 
CO; n® (n?— 1) + x 
CO,” n [n? (n?— 1)— x] ° 


Beide Werte stimmen zufolge der fiir x bestehenden Gl. (18) iiberein; mit dem kleineren 
der beiden Wurzelwerte fiir x ergibt sich dann aus (30b) 
C; nr (2 + a + a n*) 


Gs 2+ an? (1 + n3)’ 


somit fiir die Grundschwingung mit n = 2: 


CO, 2+584 2(1 a, 
Dacha Si CF led aon eas Sai i 


Die Formelgruppe (22) bis (25) fiir die gedimpften Schwingungen des Kreisringes 
behalt ihre Giiltigkeit auch fiir die ebenen Biegungs-Dehnungsschwingungen eines 
offenen Kreisbogens. Es sind aber dann darin unter w* die Kreisfrequenzen der 
ungedampften Schwingungen des Bogentragers zu verstehen. Das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (17) fiir die Kigenfunktion U(q) ist 


3 
U(p) = » (A; cos, p + B, sin n, 9), 
k=1 

worin ”,, %:, m3; die Wurzeln der fiir n? kubischen Hauptgleichung (18) sind. Die 
vom obigen Ansatze je nach der Art der Ausbildung der Bogenkampfer zu erfiillenden 
Randbedingungen liefern sechs lineare, homogene Gleichungen fiir die sechs Inte- 
grationskonstanten A,, B; und es fiihrt die Bedingung des Nullwerdens ihrer 
Koeffizientendeterminante zur Frequenzgleichung, aus der die Kreisfrequenzen w* 
zu berechnen sind®. 


5 Vgl. hierzu die Ausfiihrungen iiber den Zweigelenkbogen auf 8S. 62—69 der in FuBnote 1 


angefiihrten Schrift. 
(Eingegangen am 15. Mai 1956) 


Verhalten eines Drahtseiles auf einer Rolle mit elastischem Futter 
Von E. Czitary, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 


I. Kennzeichnung der Aufgabe 


Auf nicht verformbaren Rollen kann das Verhalten eines Drahtseiles als hin- 
reichend geklart gelten. Ist der Ablenkwinkel 2 des Seiles an der Rolle groB, so 
kriimmt sich das Seil nach dem Rollenhalbmesser. Der Fall des kleinen Ablenkwinkels, 
bei welchem kein Anschmiegen des Seiles an die Rolle eintritt, ist zuerst von Isaachsen 
genauer untersucht worden. 

Uber das Verhalten des Seiles auf einer Rolle mit elastischem Futter liegen jedoch 
bisher keine Untersuchungen vor. Man wei bloB, dab sich eine Gummifiitterung 
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der Rollen vorteilhaft auf die mégliche Verwendungsdauer der Drahtseile auswirkt. 
Im Gegensatz zu den Verhiltnissen auf einer nicht verformbaren Rolle tritt auf einer 
elastisch gefiitterten immer ein Anschmiegen des Seiles an die Rolle ein. Von Interesse 
ist aber auch hier blo8 der Fall eines kleinen Ablenkwinkels 2 «, weil bei groBem 
Ablenkwinkel, ahnlich wie auf einer nicht verformbaren Rolle, das Seil annaéhernd 
die gleiche Kriimmung wie die Rolle annimmt. 


II. Form des Seiles im Bereich der Rolle 


Denken wir uns ein zwischen zwei Stiitzpunkten ausgespanntes Seil in der Mitte 
durch eine Rolle so belastet, daB nur ein kleiner Ablenkwinkel 2 « des Seiles an der 
Rolle entsteht, dann wird die Seillinie, wenn das Seileigengewicht auBer Betracht 
bleibt, die in Abb. 1 dargestellte Form annehmen. Die Gestalt der Seillinie wird 
dabei auf der Rolle (Bereich I) sowohl durch die Biegungssteifigkeit des Seiles als 
auch durch die Zusammenriickbarkeit des Futters beeinfluBt, abseits der Rolle 
(Bereich II) aber nur von der Biegungssteifigkeit bestimmt. In geniigend grofer 
Entfernung von der Rolle nimmt das Seil jene Richtung an, die dem Zustand voll- 
kommener Biegsamkeit entspricht und die in Abb. 1 durch die unter dem Winkel « 
gegen die Abszissenachse geneigten Geraden g charakterisiert ist. 


> 


ctl i 
4) 


Abb. 1. Form eines Seiles auf einer elastisch gefiitterten Rolle 


A. Ermittlung der Seillinie im Bereich I 


Bleibt das Seileigengewicht, wie schon erwihnt, auBer acht, dann ergibt sich 
fir das Biegungsmoment des Seiles an einer Stelle 2 (Abb. 1) der Ausdruck 


M=V(L+2)—H (y*—y,) — P x — | pdé (x — 8), 
0 
l 
wobei P = | pdx. Hierbei ist ferner vorausgesetzt, da wegen der Kleinheit des 


0 
Ablenkwinkels 2 « die Driicke p zwischen Seil und Rolle parallel zum resultierenden 
Rollendruck Q angenommen werden kénnen. Nach Umformung des obigen Aus- 


druckes mit V=S-tga und H=S8, wobei tg «= oe entsteht 


7 x 
M = Stga(L +2) —S(y* — y,) — Pa —2|pdé+[péde. 
0 0 
Die zweimalige Differentiation nach «& liefert 


aM ‘ 
Fae = 80h =p. 
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Beriicksichtigt man, da bei der’in Abb. 1 angenommenen Wahl des Koordinaten- 
systems HJ y’’ = + M, so folgt schlieBlich 


Ep ER gf tk 9) 6 (1) 


Aus Abb. 1 ergibt sich weiters 
Y1 = Yo + Ad, (2) 


wenn mit y) die Ordinaten der aiuBeren Begrenzung des unverformten elastischen 

Futters im Bereich des Seiles und mit 4d die Zusammendriickung des elastischen 

Futters bezeichnet werden. Die Begrenzung des unverformten elastischen Futters 

kann dabei niherungsweise durch die Gleichung 
ies x 


Yo=2r+0) 2R? (3) 


wenn & =r + 0, ausgedriickt werden. Die Zusammendriickung 
Aé des elastischen Futters liBt sich durch die Beziehung 


a0) 
Ab=e— (4) 


darstellen, worin o die mittlere Pressung zwischen Seil und 

Fover-und & don Zus: Aeele ul viee. eallene Abb. 2. Kranzquerschnitt 
. eee : bi <a seamen lopipaalursy ie aap hcetoeelE oa Mle cy einer elastisch gefiitterten 

futters bedeuten. Zwischen der Pressung o und dem Druck p Rolle (nicht verformt) 

des Seiles je Liangeneinheit besteht zufolge der meistens 

gewahlten Rillenform auf dem _ Rollenfutter (Abb. 2) der Zusammenhang 


fp ale 
at UA 
3 ¢ 


wenn d der Seildurchmesser ist. Fiihrt man dies in (4) ein und nimmt tberdies 
6 —2d an, dann entsteht 


3p Pp = 
Aé6 = =, ee 


E, ae ? (4a) 


3 


Wir ersetzen nun in (1) p mit Hilfe von (4a) durch Ad, ferner y, mit Benutzung 
von (2) durch y,) und Ad, wobei iiberdies fiir y, dessen Funktionswert (3) geschrieben 
werden soll. Beriicksichtigen wir dabei, da} 


eek : 
Yo =P Yo’ = 0, 


dann geht (1) iiber in 
BJ Ad — 8 (54 Ad") +443 =0. 


Durch Ordnen entsteht die fiir die Integration geeignete Form 


S a k lin 38 
AM 7 49 Seg O° = TR: (5) 
Die zugehérige charakteristische Gleichung lautet 
S k 
ag Pipe 
und sie besitzt die vier Wurzeln 


cae aie 
a 
hs=+|/ so7+\ ce ‘ie 


EJ 
i vane <a 
Ana = LV ga) me ET 


24* 
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Fiir die folgende Rechnung ist von entscheidender Bedeutung, ob die Wurzeln (6) 
reell oder komplex sind. Die Wurzeln sind stets dann reell, wenn 


Sr>4akIk. (7) 


Driicken wir die Seilspannkraft S durch ein Vielfaches des Seileigengewichtes je 
Langeneinheit in der Form S = q-c aus und schreiben wir fiir das Seileigengewicht 


dy? a 
a Bee aA 


q=t° 
worin 
4 die Anzahl der Drahte des Seiles, 
d, der Durchmesser der einzelnen Drahte, 
— der Verseilungsfaktor und 
y das spezifische Gewicht des Drahtmaterials 
sind, dann gilt 


PLO TGU 

So Sey te: 

Als Triagheitsmoment eines Litzenseiles kénnen wir wegen der geringen Reibung 
zwischen den Drahten und zwischen den Litzen wohl immer die Summe der Tragheits- 
momente seiner Drahte setzen, also 


does 
J sat ge 
Damit nimmt (7) die Gestalt 
«> Ay* 12 a,x H 
ig Se eal Oa 
an und eg errechnet sich daraus 
1 BB. 
= scot Nast 
Oe ey Bin” (8) 


Mit den speziellen Werten 


€ = 1:25 fur Litzenseile, 
y = 7°85 kg/dm$, 
E = 2200000 kg/cm? und 
E, = 850 kg/em? fiir Gummi bei verhinderter Formanderung in der Querrichtung 


folgt fir ein Seil mit 7 = 114 Drahten, wie es bei Personenseilsechwebebahnen und bei Sessel- 
liften wohl immer Anwendung findet, c — 1340m. Dieser Betrag liegt genau im Bereich jener 
Werte von c, welche bei den vorgenannten Seilférderanlagen fiir die kleinste Seilspannkraft maB- 
gebend sind. 


Es wird daher in der Praxis stets mit reellen Wurzeln (6) zu rechnen sein, weshalb 
in der Folge nur dieser Fall zur Behandlung gelangt. Auf Grund des Zusammen- 
hanges zwischen der natiirlichen Potenz mit reellen Exponenten und den Hyperbel- 
funktionen lautet mithin das allgemeine Integral von (5) 


Ad = C, Gof A, x + Cy Sin Ay aw + Cy Gof Ay w + Cy Sin Ag x + Ze. (9) 
Demnach erhalt (2) die Gestalt 
2 
t= aR +CGof Ax + Cy Sin Ay x + O, Gof Aye + C,Sin e+. (10) 
B. Ermittlung der Seillinie im Bereich II 


Fiir das Biegungsmoment des Seiles an einer Stelle x ergibt sich hier der Ausdruck 
M=V(L-+ 2x) — H (y* — y.) —Q< 2, 
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wenn wieder das Seileigengewicht auBer Betracht bleibt. Daraus entsteht durch 


die gleiche Umformung wie friiher und im Hinblick darauf, daB V = et S- tg o 
M = Stga(L— x) —S (y* — y,). 
Somit lautet die Differentialgleichung der Biegelinie 
EJ ys’ — Sy, = Stg «(L— 2) —S y*, 
oder in der fiir die Integration geeigneten Form 
Ya" = pee Bee © a cea (11) 
Die charakteristische Gleichung 7? = Se liefert die Wurzeln 
a=4)/ $y (12) 
Mithin ist das allgemeine Integral 
Yr Cpe’ *4- Ge ** — (L— a) tga + y*, (13) 


wenn dieses, wie bei Biegelinien des Seiles abseits einer Rolle iiblich, durch die 
natiirliche Potenz ausgedriickt wird. 


C. Ubergangs- und Randbedingungen 


Fiir die Bestimmung der Integrationskonstanten C, bis C, sowie der GrdBen 1 
und A stehen folgende Bedingungen zur Verfiigung: 


a) «= 6, oe {AG ==.0), @) a= I, ete 

6) a 0) wy" = 0. (40 = 0), 0) aes De MO = ee 

c) «=I, Y¥i=Y (46=0), g) «=, Y2 = Yo> 

aye =f 4, = ys’, BR) a, Yo = ie a 


D. Bestimmung der Konstanten fiir den Bereich II 
Aus der Bedingung h folgt 
y* = C,eL + C,e-4L + y*, 
und wenn wir lim ZL — co annehmen 
C; = 0. (14) 


Aus Bedingung g entsteht dann bei Beriicksichtigung des Wertes von y* 


eC AL lye «i - Dts x —h, 


aR 

woraus 

I? 

C= (gq th—ltg x)e" 
oder, wenn wir zur Abkiirzung 
t= sa) +h —ltg « (15) 

schreiben, 

OC, nt eh, (16) 


Durch die Einfiihrung der Werte fiir die Konstanten C,; und C, sowie des 
Wertes von y* in (13) erhalten wir fiir die Biegelinie des Seiles im Bereich II die 


Beziehung 
Y2= Ueto —h-+ xtg a. (17) 
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E. Bestimmung der Konstanten fiir den Bereich I 


Die Differentiation von (10) liefert der Reihe nach 
ya! = + Cy Ay Sin Ay w + Cy Ay Cof A, w + Oy Ag Sin Ay w + Cy Ag Cof Ay x, 


ya! =e + Oy AP Cof Ay w + Oy A? Sin Ay w + Cy Ay? Gof Aga + Cy Aa? Sin A, @, 
yy = CAP Sm A, x + Cy AF of A, x + Cs A,’ Gin A, 7 + C, 1,2 Cof 2, x, 
ebenso jene von (17) 
yo = — Awe Oo a tee, yg ae el ee 
Damit entsteht aus den Bedingungen a und b 
0 SO, Bae Calas 
O= CLAP Cpa 


was 


2=C,=0 (18) 
liefert. Zufolge der Bedingung ¢ ergibt sich 
0 = C, Gof 4,1 + O, Gof 4,2 + 
woraus 
S 
C, Conf A, d + tR 
Cof A, 1 


0; = 


die Bedingung e liefert 
Fe + Gy AP Gof yd + Os Ag? Cof Agd = 2 a 


und nach Einfiihrung des obigen Ausdruckes fiir CO; 


S 
1 CofA, l kR ’ 
ie + Cc) A? Co} Ay << CS Coj Al Ao? Eo} Ag lb — Cof A,T A? Co} As l => 22 U, 
womit 
S 
AES Ax a Bue 
i (teat (19) 


Setzt man diesen Betrag in den obigen Ausdruck fiir C, ein, so entsteht 


Solingen 1 
A ER AZz+ A u— ss : 
2. “aoa apa (29) 


Fir die Biegelinie des Seiles im Bereich I ergibt sich so die endgiiltige Beziehung 


Seon. ee 1 sii. oe 1 
at! Sep eee wae bE Ee 


oo eee Aeyech aae Co} A, x (A? — 4,2) Coj Ay! Gof A,e + aR (21) 


F. Bestimmung der GréBen ] und h 


Hierzu benutzen wir die noch nicht verwendeten Bedingungen d und f. Diese 
liefern 


l pal = 
—iAu+tga= BR + Cr A, Stn Al + Cy dy Sin Ag l; 


— 23 U = 5 Ai? Sin Ay! + Oo; Ass Sin As We 
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Fuhrt man darin fiir C, und C, die Ausdriicke (19) und (20) ein, so ergibt sich weiter 


I tk Ay" Pak eat ER t Puy . 
—hu + te 6c = R + =a A, Bq Ay 1 SF pS es we A, Sq Ag t, 
S 1 S 1 
meee ke. gerhpe tars! ee eR Ie 
ei R (lin s R 
— By = — 5 = “AP Taq Ail = os = A.3 &q Agl. 


Multipliziert man beide Gleichungen mit 2,2 — 2,2 und schafft alle w enthaltenden 
Glieder auf die linke Seite, dann entsteht 


— Aw (Ae — Ag?) — Bw A, Tg Ayl + Hw Ay Tg Al = 


=(4 tes) 02-49 + (54-2) azani— (ar-az 


— Bu (Ae — Ag) — Bw AS Tg Al + 2 uw Ae Tg Al = 


= (py et —]) 193 yeh (ee — se) As? Lg As 


Aus der ersten Gleichung folgt 


| ASU ein ee Ss 1 
Fa ris «| (A? —— A.) == (sae Ay? ae =) Ay 29 Ay l (~ R A? z) hy Xg Ay b 


Gee Os ee ee Oe ee 


und aus der zweiten 


aA 1 a (as) 1 sighs 

As? — =) A Tq A, 1 (5 R A? z) Ag? Tq Aq l 

— 43 (A, — A,?) — APTA Lt RAFT AL 

Setzen wir die rechten Seiten der beiden Beziehungen fiir uw einander gleich, so er- 
halten wir eine Gleichung fiir die Unbekannte /. Diese Gleichung lautet, wenn wir 


die Abkiirzungen 


S 1 S 1 


ee. te anid ih = A? 22 
eintfiihren, pests xe eu ; s a 
‘ ares 
tea) (ay —A2) +aA, Yq AT —b hy Tq fal 
tt tet ie) 
i wa. 
Z, 
GIP iG 1 FAP Tp A! 
~ — 2 (Ay? — 158) — 7 (0,9 Bo Ay I— Ay? Ea dal) 
N, 


Bezeichnen wir die Zahler und Nenner in der angedeuteten Weise, so kénnen wir auch 


schreiben 
l 
eins EPA HZ: ay, 


woraus 


(23) 


Wir bilden nun die Produkte Z, VN, und Z, N,: 
ZN, = — (ade Eg A,l — b A.8 Lg Aq 1) (Ay? — Ag?) + A (A, Tg Al — A, Bg Ag l)] = 
= — (a2 Eq A, I—b AF Tg Aol) (Ay2— Aq?) — A At Tg? AL + DAA, AF Tg AL Tg Ad 
+ @ AAG Ay Tg AU Tg Agl — BA Ast Ug? Agl, 
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Z, Ng = — (aA, Tg Al — b Ag To Agl) [A (Ay? — Ag) +.4 (Ar? Bg Ay — Ag? Rg A, 1)] = 
= — (a1, Tg Al —b A, Tg Agl) A2 (Ay? — Ag?) —- aA AA Lg? ALT + 
+ DAAB Ay Tq AL Tg Agl + AAA, AF Tg AI Tg Agl — 6A Ag* Te? Ag l. 


In der Differenz Z,N,—Z,N, fallen die quadratischen Glieder von %g 4,1 und 
Tq Ap, fort. Es ergibt sich somit 


ZN, — Zy-No= (Ay? — Ag?) [a ay (#2 — Ay?) Tg Ay d — b Ag (A? — Ag?) Bg Agl] + 
+ A Ay Ae (Che ager ta) (a caer b) Tq A, 1 Xq Agt: 


Dadurch nimmt (23) die Form an 


ar @ Ay (A2— Ay?) Bg Ay L—b Ag (A2?— Ag?) Tg Agl + AA, Ag (a—b) Tq A, 1 Tg Agl (24) 
i Sa ae 22 (Ay? — Ag?) + A (A,® Eg A, 1 — A,° Tq AD) 


Aus dieser transzendenten Gleichung ist / durch Probieren bestimmbar. Ist dieses 
gefunden, dann folgt « aus einer der beiden hierfiir zu Anfang des Punktes F ange- 
schriebenen Beziehungen und schlieBlich ergibt sich h mit Hilfe von (15). 


Ill. Kriimmungsradius des Seiles in Rollenmitte 


Fir den kleinsten Kriimmungsradius g, des Seiles, welcher in der Mitte des Be- 
riihrungsbereiches zwischen Seil und Rolle auftritt, gilt mit Bentitzung von (21) 


Ss : 1 ke : we} 
LV ceva as ”? ‘A kR A» i on Bees ee Pew ry Ae 
4 Rl Pa Yi (@=0) = R r (A? — Ag?) Cof A, 1 1 (4,2 — A,2) Coj Ay! s 
oder 
i LY 442 Gof s wait cde 
a oa le Bos ie us ) A Go int— (gaat t+ # : og) Go ay 25 
Tee ee (Ay? — A,) Cof A, U Cof A, 7 ; (25) 


IV. Flachenpressung zwischen Seil und Rolle in Rollenmitte 


Die groBte Flachenpressung zwischen Seil und Rolle, die ebenfalls in der Mitte 
des Beriihrungsbereiches entsteht, betrigt mit Bezug auf (4) 


#H 
ori = — A8(2=0): 


Daraus ergibt sich mit Beniitzung von (2), (3) und (21) 


S 1 S iJ } 
S ((ex repre 18 u— sy) Gof hi—(Fq att # u— se) Gof Ate 
IEA TG (4,2 — A,*) Gof 2,1 Co} Ay l Sr a as 


(26) 


V. Sonderfille 


Ks ist niitzlich, die gewonnenen Ergebnisse mit jenen zu vergleichen, die sich 
fiir ein Seil ohne Biegungssteifigkeit oder bei Verwendung ungefiitterter Rollen ein- 
stellen. 


A. Seil ohne Biegungssteifigkeit, Rolle gefiittert 


Bei einem schlaffen Seil niihert sich HJ = 0. Betrachten wir zunaichst den Be- 
reich I, so verschwindet in der Differentialgleichung (1) das EJ enthaltende Glied. 
Dadurch lautet diese Gleichung nunmehr 


SB eri ae 
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Ersetzen wir darin so wie friiher y, und p mit (2) und (4a) durch 46, dann folgt 
weiter 


~ 8 (+ + 48") + kAd=0 


oder 
Se ell l 
Ad” —- Ad = — =. (27) 
Die charakteristische Gleichung dieser Differentialgleichung liefert 
Ave fi ate 
Matz. (28) 
Das allgemeine Integral hat mithin die Form 
Ad = C, oj A* x + C, Sin A* ae + (29) 
und es ist zufolge (2) 
Yi = ae tC, Gof Me + Oy Sin A* ae + ZS. (30) 


Im Bereich II ergibt sich fiir die Biegelinie des Seiles eine Gerade mit der 
Gleichung 


Yo = «tga —h. (31) 
Die Ubergangs- und Randbedingungen lauten: 
a) ~=0, y,’=0 (4d’=0), SUS Ree BCR AY 
b)z=1l, y= Yo (4d = 9), d) r=1, Y2= Yo. 
Aus Bedingung a entsteht C, = 0 und aus Bedingung b 
S 26 
O1= — TR eT (32) 
Damit nimmt (30) die endgiiltige Gestalt an 
ao? S Gof A* a Ss 
i= SR kRGj Ml ER (33) 


Aus Bedingung c¢ ergibt sich nun 


l S A* : 
R aE 294 l= tg «, (34) 


woraus / wieder durch Probieren bestimmt werden kann. Endlich liefert Bedingung d 
die Beziehung 
2 


liga —h= sR 


(35) 
aus welcher / zu ermitteln ist. 


Fir den kleinsten Kriimmungsradius des Seiles, der wieder in der Mitte des Be- 
riihrungsbereiches auftritt, entsteht 


1 See 


1 £4 S38 as 2 
‘ft OR ke Ret Akt 


(36) 
Die Flachenpressung zwischen Seil und Rolle betragt an dieser Stelle 
#H 
89 = — A0z=0) 
oder 


H,S 1 
oo = SR (1 — waraeT): ae 
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B. Seil biegungssteif, Rolle ungeftittert 


Ist der Ablenkwinkel 2 « des Seiles auf der Rolle geniigend klein, so tritt ein An- 
schmiegen an die Rolle nicht an. Die Beriihrung zwischen Seil und Rolle findet dann 
bloB8 in einem Punkt statt und es verliuft dort die Tangente an die Seilbiegelinie 
waagrecht. Da |= 0, ergibt sich aus (17) fiir die Gleichung der Biegelinie 

Yog=he** -h4 «tga. (38) 
Da fiir x = 0 auch)y,’ = 0 sein muB, folgt weiter 
0=—hi-+tga, 


woraus 


_ tga 
v= (39) 


Endlich ergibt sich fiir den Kritmmungsradius des Seiles im Berithrungspunkt mit 
der Rolle im Hinblick auf (39) 


ee yey ra: (40) 
0 


was sich mit den Ergebnissen von Isaachsen deckt. Zufolge der Punktberithrung 
zwischen Seil und Rolle ist die Flichenpressung 


Oy Oo 


C. Seil ohne Biegungssteifigkeit, Rolle ungefiittert 


In diesem Falle nimmt das Seil den Radius & der Rolle an und es folgt aus (34) 
und (35), da k = oo ist, 


R 
l=Rtgao und h=-> tg?o. (41) 
Die Flachenpressung zwischen Seil und Rolle betragt hiebei 


p 38 
AC ite 


(42) 


VI. Beispiel 


Da aus den abgeleiteten Gleichungen der Hinflu8 der Rollenfiitterung und der Biegungs- 
steifigkeit des Seiles auf den kleinsten Kriimmungshalbmesser der Seillinie nur schwer beurteilt 
werden kann, sind nachfolgend die Ergebnisse eines Zahlenbeispieles mitgeteilt. 


Annahme: 


Litzenseil der Bauart h + 6 (1 + 6+ 12), 

Drahtdurchmesser d, = 1°9 mm, 

Anzahl der Drahte des Seiles 7 = 114, 

Seildurchmesser d = 30 mm, 

Tragheitsmoment des. Seiles, wenn keine Reibung zwischen den Drahten wirksam ist, 


a 
J = Jia) = 0°0073 em’, 
1 


Elastizitétsmodul des Drahtmaterials H = 2200000 kg/em?, 
Seilspannkraft S = 6000 kg, 

Ablenkwinkel des Seiles an der Rolle tg 2 « = 0:08, 
Rollenhalbmesser R = 250 mm, 

Dicke der Gummifiitterung 3) = 60 mm, 


Zusammendriickungsmodul des Gummi unter Voraussetzung einer geniigend starken seitlichen 
Pressung zwischen den Rollenschildern H, = 850 kg/em?. Jai. 

Auf Grund dieser Annahmen ergeben sich zunichst die in Tab. 1 zusammengestellten 
Zwischengro fen. 
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Tabelle 1. ZwischengréBen 


GréBe | Gleichung Nr. | Betrag | GréBe | Gleichung Nr. | Betrag 
| | 
‘4 (4a) | 283 kg/em? A | (12) 0°610 emt 
(6) 0°565 em-! A® (28) 0°217 em-1 
| 0°235 em-! | 


Mit diesen Werten folgen dann die in Tab. 2 ausgewiesenen Grégen l, h, der kleinste Kriim- 
mungshalbmesser des Seiles ge, und die gréBte mittlere Flachenpressung zwischen Seil und 
Rolle oo. 


Tabelle 2. Kriimmungsradien und Flaichenpressungen 


i! h | 2 85 
Art der Rolle Charakteristik des Seiles SE 2 eee a eg Se ee 
cm kg/cm? 
{ Gl. Nr. | (24) (15) (25) (26) 
biegungssteif |__|. aE eae 
; Betrag 4°35 |—0-204| 94: 4 41°6 
Gefiittert — Sete ae ad ae aoe ta fee at: 
; Gl. Nr. (34) “(3ay. |. (36) (37) 
nicht biegungssteif = — es ee |— eS eae as 
Betrag 4°42 ae 0°210 | | iG" 0 39°7 
‘ 7 Gl. Nr. — _ (39) | (40) _- 
biegungssteif — = eee eA Beate |e ee 
Betrag sn! 0-066 41-0 oo 
Ungefiittert |-— ——______ =e |e be ee 
Gl. Nr. (Ah) oh tom (AD) = (42) 
nicht biegungssteif = —— SS | a 
Betrag 1:00 | 0:020 25°0 120 


Aus dem Beispiel erkennt man, da durch die Fiitterung der Kriimmungshalb- 
messer des Seiles und die Beriihrungsliinge auf der Rolle erheblich vergréBert werden, 
wahrend die Flachenpressung zwischen Seil und Rolle eine betrachtliche Herabsetzung 
erfahrt. Diese Umstiande tragen wesentlich zur Verlingerung der Verwendungsdauer 


des Seiles bei. 
(Hingegangen am 22. Mai 1956) 


Die Berechnung wirbelfreier achsensymmetrischer Uberschallfelder* 
Von K. Oswatitsch, Aachen 
Mit 14 Textabbildungen 


Zusammenfassung. In dieser Arbeit werden neue Charakteristikenmethoden fur achsen- 
symmetrische Strémung behandelt, welche alle wie das lineare Verfahren von Sauer-Heinz 
neben der u-Komponente mit der mit y multiplizierten v-Komponente arbeiten. Fur das Ver- 
fahren allgemeinster Form ist als zweite abhangige Variable das Produkt y v @/@00 mabgebend. 
Mit solehen Variablenkombinationen gelangt man zu sehr einfachen, rasch arbeitenden Methoden 
fiir schlanke Kérper in Schallnihe, die auch noch bei ziemlich groBem Offnungswinkel an der 
Koérperspitze gute Dienste leisten. Man gewinnt ferner eine neue exakte Methode, welche den 
alteren Methoden insbesondere im Bereich mittlerer Uberschallgeschwindigkeit an Genauigkeit 
und rascher Durchfiihrbarkeit iiberlegen ist. Ein Vergleich mit Versuchen einerseits und mit 
der linearen Methode anderseits zeigt eine weitgehende Anwendbarkeit der letzteren. 


I. Einleitung 


Fiir die Berechnung von Uberschallfeldern um axial angestrémte Rotations- 
kérper und Ringfliigel oder durch Kanale und Diisen kreisformigen Querschnittes 


* Das allgemeine Verfahren, Abschnitt V bis VII, wurde im Auftrage der Kungl. SRLS, 
forvaltningen, Stockholm, ausgearbeitet. 
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wurden etwa gleichzeitig von G. Guderley und R. Sauer ,,Gitterpunktverfahren” 
und von W. Tollmien ein ,,Felderverfahren“’ angegeben, von denen sich die ersten 
in verschiedener Variation durchgesetzt haben}. Alle dem Verfasser bisher bekannt- 
gewordenen, nicht linearen Methoden fuBen dabei im wesentlichen auf einer Be- 
rechnung der Abweichungen von der ebenen Strémung. Dies kommt besonders klar 
beim Verfahren von G. Guderley zum Ausdruck, der mit den beiden Busemann- 
schen Funktionen / und « arbeitet. 


Peay FES hana OM Se 
24 = 1000 = |/*+4 aro tg |/ + (M*—1) + are tg /M?—1 +8; 


(1) 


24 = 1000 — V2 are tg |/ <+¥ (M?—1) +arctg /M?—1 — 9%. 


% 


M Mach-Zahl, 0 Strémungswinkel, x = c,/c, Verhaltnis der spezifischen Warmen. 
Die Funktion are tg ist dabei wie % in Winkelgraden zu lesen. 

Die Differenz 2 — wu ist gleich dem Strémungswinkel 3, die Summe / + yw ist 
dagegen eine reine Mach-Zahl-Funktion, deren funktioneller Zusammenhang mit dem 
Mach-Winkel «, der Schallgeschwindigkeit c, der Strémungsgeschwindigkeit W, 
der Dichte 9, dem Druck p oder der absoluten Temperatur 7' in allen einschlagigen 
Biichern und Tabellenwerken wiedergegeben wird. 

Fiir die Anderungen von / und w langs der links- und rechtslaufigen Charakteristik 
oder Mach-Linie sind folgende Gleichungen bekannt: 


linkslaufig: d= — a= PER aee S, 
aN EC Reantle P (2) 
rechtslaufig: du = — >— sin « sind Fal 


Dabei ist di das Bogenelement auf der jeweiligen Mach-Linie, y ist der Abstand 
von der in x-Richtung weisenden Achse. 

Wie schon bei den Ausgangsdifferentialgleichungen, erfolgt der Ubergang zur 
ebenen Str6mung durch den Grenziibergang y —> co in dem durch den Nenner y 
gekennzeichneten Glied in den Gleichungen achsensymmetrischer Strémung. Damit 
folgt aus (2), daB in ebener Strémung / auf der linkslaufigen und w auf der rechts- 
laufigen Mach-Linie konstant ist, wie seit der Verdffentlichung des Prandtl-Busemann- 
Verfahrens bekannt. Bei achsensymmetrischer Strémung hingegen sind die Anderungen 
von A und w gema8 (2) zu berechnen, wobei « und @ aus den (A + u)- und (A — p)- 
Werten in den bereits berechneten Punkten genihert werden kénnen. Auf diese 
Weise wurden von verschiedenen Autoren und im Bereich héherer Mach-Zahlen 
auch vom Verfasser selbst erfolgreich Uberschallfelder berechnet. 

Ohne auf das Quantitative einzugehen, ist Gl. (2) aber noch folgendes zu ent- 
nehmen. Die Anderungen von 4 und w auf den entsprechenden Mach-Linien sind 
klein, wenn « klein, die Mach-Zahl also gro8 ist. Darin kommt zum Ausdruck, daB 
die Strémung im Hyperschallbereich der ebenen Str6mung nahe verwandt ist. Bei 
hohen Mach-Zahlen wird also fiir die Gitterpunkte ein weites Maschennetz zulassig 
sein. Bei schlanken Rotationskérpern mit den damit verbundenen kleinen Strémungs- 
winkeln 3 hingegen darf der gleiche Schlu8 nicht gezogen werden, weil bei schlanken 
Korpern die St6rungen im wesentlichen mit dem Quadrat des Dickenverhiltnisses 
klein werden und damit an die Genauigkeit der Berechnung bedeutend héhere 
Forderungen gestellt werden. Uberhaupt mu der Gitterpunktabstand dl in Achsen- 


' G. Guderley: Erweiterung der Charakteristikenmethode. — R. Sauer: Rechnerisch- 
zeichnerisches Verfahren fiir raumliche Uberschallstrémungen. — W. Tollmien und M. Schafer: 
Rotationssymmetrische Uberschallstrémungen. Alle drei Arbeiten in Lilienthalges.-Ber. 139, 
IT. Teil (1941). 
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nahe mit y klein werden. Dazu kommt noch, daB sich # in Korpernahe stark andert. 
Alles das fiihrt dazu, da8 man bei niederen Uberschallgeschwindigkeiten und schlanken 
Kérpern zu sehr kleinen Gitterpunktabstinden gezwungen ist, was zu einer sehr 
unangenehmen Steigerung des Arbeitsaufwandes im genannten Bereich fiihrt. Denn 
abgesehen davon, da8 die Arbeit quadratisch mit der Verkleinerung des Gitterpunkt- 
abstandes wichst, ist bei niederer Mach-Zahl schon wegen des gréBeren Abstandes 
von Kopfwelle und Korper eine gréBere Anzahl von Gitterpunkten erforderlich als 
bei hoher Mach-Zahl. Von wesentlicher Bedeutung fiir den Aufwand der geschilderten 
Methode bei der Berechnung von Rotationskérpern ist also mit 1 als Dickenver- 
haltnis und M,, als Anstrém-Mach-Zahl das als Hyperschallparameter bekannte 
Verhaltnis von t und tg «.,: 

T / M2, aa ih (3) 


Ist der Wert klein gegen die Einheit, so erfordern die bisher angewandten Methoden 
erheblichen Arbeitsaufwand. In diesem Falle allerdings kénnen mit guter Naiherung 
die linearisierten Differentialgleichungen herangezogen werden, wenn vom Bereich 
unmittelbarer Schallnihe abgesehen wird. 

Fir die in tiblicher Weise linearisierten Differentialgleichungen stammt nun von 
Sauer und Heinz eine Charakteristikenmethode?, die sich auf die von Gl. (2) wesent- 
lich verschiedenen Beziehungen auf den Mach-Linien stiitzt: 


d(v y) — ycot a, du = 0 (4) 


mit «w und v als Geschwindigkeitskomponenten und mit dem oberen Vorzeichen fiir 
die linkslaufige Mach-Linie. Am besten werden im allgemeinen die Komponenten 
durch die Anstrémgeschwindigkeit U,, dimensionslos gemacht und fiir die w-Kompo- 
nente nur die Stérung genommen. Auch fiir letztere GroBen gilt Gl. (4). 


Das Produkt v y in (4) kann neben wu als eine neue Zustandsvariable angesehen 
werden, welche bei achsensymmetrischer Stro6mung an Stelle des in ebener Stroémung 
tiblicherweise verwendeten v tritt. Im uw, (v y)-Diagramm tritt nun keine Korrektur 
mehr auf, die der rechten Gleichungsseite von (2) entspricht und derentwegen die 
Maschenweite unter Umstiinden klein gehalten werden mu. Lediglich die Neigung 
+ y cot «,, der Mach-Linien in der u, (v y)-Ebene ist der Stromungsebene zu ent- 
nehmen. Weil es sich dabei jedoch um einen Koeffizienten in der Differenzen- 
beziehung handelt, ist im allgemeinen nicht die gleiche Genauigkeit erforderlich wie 
bei einem additiven Korrekturglied. Gl. (4) zeigt auBerdem die fiir alle achsen- 
symmetrischen Strémungen typische Eigenschaft, daB vy in Achsennihe, y — 0, 
nahezu konstant ist. Dies hat zur Folge, daB das Sauer-Heinz-Verfahren ganz erheb- 
lich gréBere Gitterpunktabstinde zuliBt als die bisher angewandten Methoden fiir 
den nicht linearen Fall. 


Der Verfasser hat sich daher die Aufgabe gestellt, auch fiir den exakten Fall 
wirbelfreier achsensymmetrischer Str6mungen nach zwei Zustandsvariablen zu suchen, 
deren Anderungen auf den Mach-Linien — ahnlich wie in Gl. (4) — zueinander pro- 
portional sind. Von den Rechnungen in diesen neuen Variablen ist bei gleicher Ge- 
nauigkeit ein bedeutend geringerer Aufwand zu erwarten als von den friitheren Methoden. 
AuBerdem ergibt sich fiir kleine Stérungen der Ubergang zum bereits bewahrten 
Sauer-Heinz-Verfahren und damit eine iibersichtliche Abgrenzung von dessen 
Giltigkeitsbereich. 

2 Die Originalarbeit ist nicht verdffentlicht. Das Verfahren ist dargestellt etwa in Oswatitsch: 
Gasdynamik, S. 318 und 319. Wien: Springer-Verlag. 1952 oder ausfiithrlicher von Erdmann- 


Oswatitsch: Schnell arbeitende lineare Charakteristiken-Verfahren fiir axiale und schrage 
Uberschallanstrémung um Rotationskérper mit Ringflichen. Z. Flugwiss. IT, 8, 201—215 (1954). 
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Fiir die schallnahe achsensymmetrische. Strémung um schlanke Kérper gelangt 
man zu Verfahren, welche nur ein wenig mehr Arbeit erfordern als jene fiir die 
linearen Gleichungen. Daher sei mit der Herleitung der Methoden fir Schallnahe 
begonnen. Damit hat man gleichzeitig eine gute Uberleitung zum allgemeinen 
Verfahren. 

II. Schallnahe Stromung 

Fir die Darstellung der schallnahen Strémung um schlanke Korper sind ver- 
schiedene Formen) bekannt geworden, von welchen hier zwei herausgegriffen seien, 
eine fiir Anstrémung mit Schallgeschwindigkeit (M.,, = 1) und eine fir Anstromung 
mit geringer Uberschallgeschwindigkeit (M.,, ~ 1), namlich: 


Sh OVvy ou ow 
Ms= I Yu On | oy = (, hae re (5) 
und 
= ou OvYy ou ow 
M.,.~ 1: Sere areal Tiers f ay =='(), Spee ieee (6) 


Die Herleitung ist zu oft dargestellt, als daB sich deren Wiederholung hier recht- 
fertigen lieBe°®. 

In beiden Formen sind uw und v reduzierte Stérungen der Geschwindigkeits- 
komponenten U, V und y eine reduzierte radiale Koordinate. Auch fiir diese Reduk- 
tionen gibt es noch verschiedene Méglichkeiten, unter welchen folgende ausgewahlt 
seien (c* kritische Geschwindigkeit, + Dickenverhaltnis oder eine andere geeignete 
Dimensionslose) : 


U = ] V = ee BS Sl ana NG is 

M.. = 1 u=ae(1 =); OY 8 a ee y=yVPu(xe+)), (7) 
(rus uel Vy i = 

Mes AL) US rpgeeeen OY Seer a cee (8) 


(7) mit t als Dickenverhiltnis und (8) lassen eine einfache Anwendung der Ahn- 
lichkeitsgesetze fiir Rotationskérper in Schallnahe zu. Doch braucht, wie gesagt, 
t keineswegs das Dickenverhaltnis zu sein, und es steht gegebenenfalls nichts im Wege, 
in (7) v0 = 1 zu setzen, 


I. R. Spreiter* hat gezeigt, daB die in (8) gewahlten Reduktionen gut, aber nicht 
die besten sind, wenn kraftigere VerdichtungsstoBe auftreten. Bei Achsensymmetrie 
sind die Stérungen in St6Sen schwach im Vergleich zu den stetigen Stérungen, zumal, 
wenn es sich wie hier um eine reine Uberschallstromung handelt. Daher kommt es auf 
eine allzu genaue Erfiillung der StoBgleichung nicht an. Dagegen wird das System (6) 
fir U <c* (wu < — 1) elliptisch, wie es fiir schwache Stérungen erwiinscht ist und 
was wieder von den Spreiterschen Variablen nicht exakt erfiillt wird. Es gibt eben 
keine allen anderen tiberlegene Reduktion, und es ist zum Teil eine Frage der speziellen 
Aufgabe und zum Teil eine Frage der Gewohnheit, welche Form vorzuziehen ist. 


SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, dafi man auf Gl. (6) und (8) zugunsten 
von (5) und (7) iiberhaupt verzichten kann, wenn man endliche Stérungen in der 
Anstromung hinnimmt. Wo es sich aber, wie in dieser Arbeit, darum handelt, Ver- 
fahren anzugeben, welche direkt angewendet werden kénnen, ist es schon am besten, 
beide Formen (5) und (6) zur Hand zu haben. Doch geniigt die Ableitung der Ver- 
traglichkeitsbedingung fiir einen der Fille. 


* K. Oswatitsch: Gasdynamik, 8. 339ff. Wien: Springer-Verlag. 1952. 
* I. R. Spreiter: On the Application of Transonic Similarity Rules to Wings of Finite 
Span. NACA Rep. 1153 (1953). 
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Das System (5) ist leicht in folgende symmetrische Gestalt zu bringen : 


Die Neigung der links- und rechtsliufigen Mach- 
Linie oder Charakteristik (Abb. 1) ergibt sich aus 
den Koeffizienten der héchsten Ableitungen des 
Systems (5): 

bG/E a in Vu ’ nylNe ar Vu . (10) 


Mit der Kettenregel der Differentiation: 


x 


0 é e Q é Q Abb. 1. Koordinaten, Mach-Linien 
on be ae > Ne is Oe oa GE + 5 By (11) und StoB 


sowie nach Elimination von £5 und 7; mittels (10) erhalt das System (9) die Form: 


! | SS Yy 3 u ae Pel ates Le SO) 


7) : 0 = 
ge WY] — Gy ley] = 9. 


3 

SO ale 
ry on E me 
Die Gleichungen sind nun sogar linear, der Koeffizient |/w hat sich heraus- 
gehoben. Durch Addition und Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhalt 
man bereits die auf der links- (oberes Vorzeichen) und rechtsléufigen Mach-Linie 


giltigen Beziehungen: nw 
M = 1- “dtoy) + ja 2u*| "0 (12) 


Es ist sehr bemerkenswert, da diese Beziehungen in den beiden Verdander- 


oy a 
lichen Jw und v y ebenso linear sind wie die Beziehungen (4) von Sauer-Heinz 
in w und vy. Im Gegensatz zum letzten Fall, wo die Mach-Linien-Neigungen durch 
+tga, als konstant gegeben sind, kommt die Nichtlinearitét der schalnahen Glei- 
chungen nur durch die Zustandsabhaingigkeit der Mach-Linien-Neigung in Gl. (10) 
zum Ausdruck. Nur der letztere Umstand bedingt eine Erhéhung des Arbeitsauf- 


wandes. 
Mit einer voéllig analogen Ableitung erhalt man auf der links- und rechtslaufigen 


Mach-Linie der Neigung: 
Meon~ A: §/F, = — V1l+u, nae = Vi+u (13) 
fiir das System (6) die Vertraiglichkeitsbedingungen : 


3 


M,,~ 1: dor 74/2 (0 + u)?} = 0. (14) 


Damit kann zur praktischen Anwendung dieser Charakteristikenverfahren ge- 
schritten werden. 


III. Zeichnerische Ermittlung schallnaher Uberschallfelder 


Die Vertraglichkeitsbedingungen auf den Charakteristiken (12) und (14) sind 
jenen des linearen Systems (4) genau analog, wenn man die Variablen der letzteren wie 
folgt durch die darunter geschriebenen Groen ersetzt. 
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Lineare Methode: Y; wcot a5) vy; 
3 
ve Se 2 = = 
6) Bee y=y Vex (x +1); de Day se’ (15) 


= ——————— 2 = 
Mo ~1: ySyVUZ—1; 5 ws e9. 


Als Strémungsebene wird also bei Schallnéhe die x, y-Ebene genommen, als 
3 


3 
Zustandsebene eine = u?,v y-Ebene (Abb. 5) oder eine - (1 +4)?,vy-Ebene (Ab- 
bildung 6a). Die Richtung der Mach-Linien im Zustandsdiagramm ist dann genau 
so wie beim linearen Verfahren durch die Ordinate der Stroémungsebene im ent- 
sprechenden Punkt gegeben. Es geniigt also fiir die Konstruktion in der Zustands- 
ebene auf die ausfithrliche Schilderung der linearen Methode in * hinzuweisen. 

Allerdings ist die Lage eines Punktes in der Strémungsebene nicht von vornherein 
gegeben, wie bei dem durch konstante Mach-Linien-Neigung in der Strémungsebene 
ausgezeichneten linearen Verfahren. Das bedeutet aber keine weitere Schwierigkeit, 
weil die Mach-Linien-Neigung in der Strémungsebene nur ziemlich schwach vom 
Zustand abhaingt. Man erhalt: 


Tabelle 1. Mach-Linien-Neigung fiir Schallnahe 
3 3 


Sut oder eae + u)2 —0-0005 | 0-0010 | 0-005 | 0-010 | 0-050 | 0-100 | 0°150 | 0-200 | 0-250 | 0-300 
Vu oder V1+u ... 0:0909 | 0:1147 | 0-196 | 0-247 | 0-422] 0-532 | 0-609 | 0-670 | 0-722 0-766 
hee 2 = 

=u? oder 3 (1+ u)? 0-400 | 0500 | 0-667 | 1:000 | 1-500 | 2-000 | 2:500 | 3-000 | 3-500 
Vu oder 1+ wu... 0844 |0°909 1-000) 1:146/ 1°310/ 1°442/ 1°554/ 1-651 | 1-738 

| Damit 1la8t sich nun leicht 

Meo -1 ein Neigungsdiagramm zeichnen 

+14 (Abb. 2), auf dessen Abszisse die 


dazugehorigen Abszissen der Zu- 
standsebene notiert sind. Je nach- 


52 99299 5 8 9 3928 dem ob die Neigung vom Punkte 0, 

Q 

a9 ed . 0 0 ee au? oder acieu)® — 1 oder 0, + 1 aus genommen 
po A eae wird, ergibt sich die Richtung der 


linkslaufigen oder rechtsliufigen 

Mach-Linie. Eine Verwechslung 
Abb. 2. Neigungsdiagramm fir die Mach- ist dabei kaum méglich, weil die 
Linien in Schallnihe. (Die Ordinate linksliufigen Mach-Linien in bei- 
ot Hy Vue —1 ist fir die Mach-Zahl den Diagrammen steigen, die 
aa | co = 1:275 von Abb. 6 angegeben) rechtslaufigen in beiden Dia- 
[Mes~1 grammen fallen. 


Wenn es sich darum handelt, die hier geschilderten Methoden fiir unterschiedliche 
Anstrém-Mach-Zahlen M,, auf ein und denselben Kérper anzuwenden, kann es vorteil- 
haft sein, die Stroémungsebene nicht affin zu verzerren. Man erspart sich dann das 
Umzeichnen des Kérpers, hat eine direkte Vergleichsméglichkeit mit Schlieren- 


> Erdmann-Oswatitsch: Schnell arbeitende lineare Charakteristiken-Verfahren fiir axiale 
und schrage Uberschallanstro6mung um Rotationskérper mit Ringflachen. Z. Flugwiss. II, 8, 
201—215 (1954). i 
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aufnahmen und ein anschauliches Bild des M.,-Einflusses. Als Ordinate des Strémungs- 
zustandes hingegen ist vy stets beizubehalten, da in diese GréBe gemaf Gl. (7) 
und (8) eine Affinverzerrung der Strémungsebene nicht eingeht. Hin solches Bei- 
behalten der unverzerrten Strémungsebene hat bei Schallniihe zur Voraussetzung, 
dafs der Korper nicht zu schlank ist, die Stérungen folglich nicht zu schwach sind. 
Sonst sind die Mach-Linien in der Strémungsebene zu steil, die Schnitte der Mach-Linien 
werden schleifend und ungenau und die Fehler groB. Aus demselben Grunde darf 
bei Beibehalten der Strémungsebene auch die Mach-Zahl nicht groB sein. Letzteres 
ist allerdings vielfach auch aus dem anderen Grund unzulissig, weil die Voraussetzung 
der Wirbelfreiheit damit allenfalls fallt. 


Sind die Voraussetzungen fiir ein Beibehalten der Strémungsebene erfiillt, wie 
es bei dem spiiter gegebenen Beispiel zutrifft, so unterscheidet sich die Konstruktion 
nur um die Anderung der Neigungskoeffizienten in der Strémungsebene um den 


Faktor Ly/en («+ 1) bei M,, = 1 und den Faktor WVM2—1 bei M,, ~ 1. Im 
Neigungsdiagramm, Abb. 2, mu8 der Erhéhung der Mach-Linien-Neigung entsprechend 


von den Punkten 0, + 1/ uM 2 — 1 ausgegangen werden anstatt von 0, + 1. Die 
Neigung der Mach-Linien in der Zustandsebene gemaB Gl. (12) oder (14) ist nun 
nicht mehr durch das Verhiltnis y:(+ 1) zu ermitteln, sondern durch das gleich- 
wertige Verhaltnis y: (+ U/ex (x +1) bei M,, =1 und y: (+ iV Mz — 1) bei 
M.,, ~ 1. Die Abszissen der Punkte, von denen aus die Neigungen der Strémungs- 
ebene entnommen werden, sind im selben Mae zu dehnen wie die Ordinaten der 
Punkte im Neigungsdiagramm Abb. 2. 


Die Behandlung der Randbedingung unterscheidet sich kaum vom linearen Ver- 
fahren. Mit Riicksicht auf die Vernachlassigungen in den Gleichungen fiir Schall- 
nahe wird man sich im allgemeinen mit der geniherten Randbedingung begniigen, 
welche die Neigung der Korperkontur A(x) der dimensionslosen V-Komponente 
gleichsetzt. Aus 


dh V 
eae a 
gewinnt man mit (7) und (8) leicht folgende Beziehung zwischen v y-Komponente 
und Querschnitt Q(x) = h? a: 
1 1 


¥= h(2), y = h(a): te Wi ao 2 Va); | is 
M.o~1: vy= haya == Q.(2). | 


Man tragt also in der Strémungsebene unter dem Ko6rper noch die durch (17) 
gegebenen Randwerte von v y am Korper als Kurve auf (Abb. 9b). Da die Ordinate 
des Zustandsdiagrammes am Korper gegeben ist, ergibt sich deren Abszisse ohne 
weiteres auf der zum Korper hinfiihrenden Charakteristik. 


Die Behandlung von VerdichtungsstéBen sei hier auf die fiir M,, ~ 1 verwendete 
Form der schallnahen Gleichungen beschrinkt. Erstens sind St6Be im letzteren Fall 
von groBerer Bedeutung und zweitens ist eine Umrechnung und eine Ubertragung 
der Schliisse auf die Form fiir M., = 1 leicht getan. Die GréBen unmittelbar hinter 
der StoBfront seien mit einem Dach gekennzeichnet. Nach %, S. 343, Gl. (17), gilt 
dann fiir den Zustand wu = v = 0 vor der StoBfront, also fiir eine Kopfwelle, daB das 
Quadrat der v-Komponente gleich ist dem Produkt von Stér-U-Komponente und 
Stérstromdichte in schallnahen Variablen: 


ea a(at ye), (18) 


25 
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Die StoBneigung folgt aus*der Umrechnung der exakten Formel [etwa *,- S. 274, 
Gl. (38)] in schallnahe Variable: 


ax 3) i ae 


Die Neigung einer solchen Kopfwelle kann also durch ein Neigungsdiagramm 
(Abb. 3) analog zu jenem fiir die Mach-Linien (Abb. 2) leicht und schnell bestimmt 


werden. Hs ist 
Tabelle 2. StoBpolare fir Schallniéhe 


3 
2 (14-2 ....... 0-0005|0-0010 eo ape ane O09 oat Beep es Goalie! 0°667 
ONE Ra ie ae 0-704 |0°702 |0-693 ee Melba 0418] 0°368|0-266|0-166| 0-000 
Gog rr ee 0-710 one o-721/0-72810-768 0-801/0-828 0°851 0872 0-891 (0-925 0°956|1-000 


Der Zustand in einem Punkte P hinter der Kopfwelle (Abb. 4) ist dadurch be- 
stimmt, daB der zugehérige Punkt im Zustandsdiagramm einerseits wie jeder 
andere Gitterpunkt auf der durch P, gehen- 
den Mach-Linie liegen muB, anderseits mu die 


88 bal] pry 
ie Se Ay 
00 Pp 
Be .F) DA: 
R 
RB o 
qj 
ea 
Mes a eee eee Se ee, 
| x 2+) S 


Abb. 3. Neigungsdiagramm fiir die Abb. 4. Exakte Kopfwellenkonstruktion in Schallnahe. 
Kopfwelle in Schallnahe ( Mach-Linie, StoB) 


StoBbedingung (18) erfiillt werden. Man zeichnet also ein Stiick der StoBpolaren 
in das Zustandsdiagramm ein, indem man die v-Werte von Tab. 2 mit einem méglichst 


guten Naherungswert der Ordinate y des Punktes P multipliziert. In der Regel 


reicht es aus, zwei Punkte P’ und P” dieser StoBpolare zu bestimmen. Der Schnitt- 
punkt von Mach-Linie und Polarenstiick gibt dann den gesuchten Zustand. Fiir einen 


weiteren Punkt der StoBfront ist entsprechend dem geinderten y-Wert ein neues 
StoBpolarenstiick einzuzeichnen. 

Allerdings gibt es einen viel einfacheren, praktisch véllig ausreichenden Weg, 
der bei der folgenden Anwendung beschritten werden soll. 

Von der allgemeinen Theorie ist bekannt, da die Beziehung auf den StoBpolaren 
fiir schwache St6fe durch jene auf einer Mach-Linie ersetzt werden darf. Wird dies 
hier gemacht, so entspricht dem Uberschreiten der Kopfwelle eine Anderung langs 
einer rechtslaufigen Mach-Linie. Da aber der y-Wert des Punktes unmittelbar vor 
und unmittelbar nach der Kopfwelle in der Grenze der gleiche ist, gilt mit Gl. (14) 
und dem Zustand w= v= 0 vor der Front: 

Ri ANID 2 iS 
r1y= 2 all 4 ay. (20) 

In Gl. (20) steht die mit y multiplizierte Vertriglichkeitsbedingung der ebenen 

schallnahen Strémung auf der rechtsliufigen Mach-Linie: 


(21) 
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an Stelle der richtigen StoBpolare (18). Nun unterscheidet sich 4 selbst fiir den Extrem- 
fall von « = — 1 nach Gl. (21) nur um 6% vom exakten Wert nach (18), wie schon 
in * auf S. 344 gezeigt. Da Gebiete mit % — — 1 im allgemeinen aber nur sehr be- 
grenzt — meist an der Korperspitze — auftreten, ist die Beziehung (20) fir die 
Zustandsinderung im StoB8 vdllig ausreichend, wenn es sich nicht gerade darum 
handelt, mathematisch-analytische Eigenschaften des angewendeten Gleichungs- 
systems zu studieren. 


In das Zustandsdiagramm iibertragen, bedeutet Gl. (20), da8 der Zustand hinter 
3 

der Front auf einer durch den Punkt = (l +4)? = v=0 gehenden Geraden 
der Neigung — y liegt. Der Schnitt dieser Geraden mit der linksliufigen Mach-Linie, 
welche zu dem zu bestimmenden Punkt hinter der Front fiihrt, gibt den gesuchten 
Zustand. Der StoB kann also im Zustandsdiagramm genau so wie die den StoB 
tiberquerende rechtsliufige Mach-Linie behandelt werden, wobei das y gleich ist dem y 
der StoBfront an der Schnittstelle. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir die Kopfwelle, 
sondern in jedem Falle, wobei dann nur der Zustand vor der Front als jeweiliger 
Ausgangspunkt fiir die Konstruktion in der Zustandsebene zu nehmen ist. 

Zur Bestimmung der StoSfrontneigung wird im allgemeinen die einfache Regel 
von Pfrim ausreichen, die man fiir die vorliegenden Zwecke so formulieren kann, 
da8 die StoBneigung durch ein Mittel der Mach-Linien-Neigung vor und hinter der 
Front ersetzt werden kann. Fiir die Genauigkeit dieser Vereinfachung kommt es 
natiirlich darauf an, welcher Mittelwert genommen wird. Am einfachsten ist es, 
die Mach-Linien-Neigung fiir das arithmetische Mittel der Abszissen des Zustands- 
diagramms unmittelbar vor und hinter der StoBfront zu bilden. Die Mach-Linien- 
Neigung durch die Zustandsabszisse ausgedriickt, ist: 


aes: 4 a pear aaa ae 
l+u=| : | 5 (1 +4u)?. 


Fiir uw + 0 ware die Neigung der Stoffront also niherungsweise: 


= oe 


Sra 4 / a © ye Gib 
ds 3 fp eae 2, 2 Res 
Soave Vegdtw tal tat: (22) 
Ein Urteil iiber die Genauigkeit dieser Formel verschafft man sich sogleich, wenn 
man ihr Ergebnis fir w=0, “= —1 mit jenem der exakten Formel fiir u = 0 
Gl. (19) vergleicht. Es liefert: 
da 1 dx 1 
Gl. (22): —- = 2 GL (19). = 
a dy V2 dy 2 
Der relative Fehler von Gl. (22) ist also auch im Extremfall w= —1 nur 


V2 [2 — 1= 12%. Fir eine Neigung ist das ein geringer Fehler, zumal wenn es 
sich nur um ein kurzes Kurvenstiick handelt, wie es meist der Fall ist. Gl. (22) ent- 
spricht also an Genauigkeit durchaus dem Ersetzen der StoBpolaren (18) in ihrem 
Uberschallteil durch die Vertraglichkeitsbedingung der ebenen Str6mung (21). Danach 
kann eigentlich auch auf das Neigungsdiagramm fiir die StoBfront, Abb. 3, verzichtet 
werden. 

Kurz sei noch auf die Tatsache hingewiesen, daB weder die Neigungsformeln 
fiir die Mach-Linien noch jene fiir die StoBfront die Neigung der Stromlinie enthalten. 
Derartige Feinheiten beriicksichtigt die verwendete Naherung nicht, wie sie auch 
den Ubergang von Uberschall zu Unterschall nur von der u-Komponente, nicht aber 

25¢ 
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vom Geschwindigkeitsbetrag abhangig macht, obwohl die v-Komponente in un- 
mittelbarer Nahe eines Rotationskérpers von wesentlicher Bedeutung fiir die Storung 
des Geschwindigkeitsbetrages sein kann. Dennoch darf von der Methode eine gute 
Genauigkeit erwartet werden, weil das Glied ov y/éy in (5) oder (6) in Achsennihe 
ohnehin nahe an Null liegt, ob es sich nun um Uberschall- oder Unterschallstromung 
handelt. Auch unter diesem Gesichtspunkt ist eine Verwendung zu groBer Sorgfalt 
auf die Konstruktion starker StéBe nicht gerechtfertigt, solange diese — wie es meist 
der Fall ist — in Achsennihe liegen. 


IV. Zwei Beispiele fiir die Umstrémung von Rotationskérpern in Schallnahe 


Zuerst sei die Anwendung des Verfahrens fiir M,, = 1 an einem besonderen Problem 
fir Anstromung mit Schallgeschwindigkeit gezeigt. Die Kurve fiir Schallgeschwindig- 


Abb. 5. Spindel (7 = 14/,) bei Moo = 1. 
(—— *—— *—— Grenze des hyperbolischen Gebietes: wu = 0) 


keit, genauer gesagt, die Grenze fiir das hyperbolische Gebiet, u = 0, sei durch eine 
andere Methode berechnet und gegeben (Abb. 5). Im vorliegenden Fall geschah 
die Rechnung mit der ,,parabolischen Methode*“ von K. Oswatitsch und F. Keune’. 
Wie sich sofort herausstellt, darf auf der Kurve w = 0 der Wert von v y nicht vor- 
gegeben werden, weil das Problem sonst tiberbestimmt ist. Selbst wenn die voraus- 
gegangene Berechnung der Kurve uw = 0 auch eine v y-Verteilung auf dieser Kurve 
liefert, so kann diese nicht beriicksichtigt, sondern nur an Hand des nun verwendeten 
Charakteristikenverfahrens auf seine Richtigkeit gepriift werden. Tatsichlich ist 
dies in diesem Beispiel auch so gemacht worden. 


Das Beispiel von Abb. 5 ist mit 134 Gitterpunkten berechnet worden, wahrend 
der besseren Ubersicht halber hier nur 30 Punkte wiedergegeben werden, die zur 
Illustration der Erliuterungen dienen sollen. 


6 K. Oswatitsch und F, Keune: The flow around bodies of revolution at Mach Number 1, 
Proceedings of the Conference on High-Speed Aeronautics, Jan. 1955, Polyt. Inst. of Brooklyn. 
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Fiir einen Anfangspunkt der Konstruktion auf u = 0 knapp tiber dem Korper, 
Punkt I, kann der Wert von v y gleichgesetzt werden dem v y-Wert auf dem Kérper 
bei gleicher Abszisse, wegen . 


Ovy 
oy 
Fiir den ersten Schritt vom Ausgangspunkt P, zum Kérper P, ist der Mittelwert 


=0 ftru=0 nach Gi. (5). 


: iF F : 
der Ordinaten 3 (¥i + Yr) ziemlich genau bekannt, selbst wenn die Mach-Linien- 


Neigung noch unbestimmt ist. Damit kennt man die Mach-Linien-Neigung in der 
Zustandsebene. Um nun noch den Randwert von v y am Schnittpunkt der Mach- 


Linie mit der Kérperkontur zu bestimmen, nimmt man bei diesem ersten Schritt 


2) 3 € 3 


¢ 
a 


: aa Fas3 , : ‘on 
2 oder 3 3 u*-Werte in P,, also 3 U;* an, nimmt die Mach-Linien-Neigung fir 


tn ae 


das Mittel von P, und P,, also fiir = é 


wie sie in Abb. 9 eingezeichnet ist, unter der x-Achse ab. Fiir jeden solchen v, y,- 
3 


: 3 : ee cae : ; 
Wert ergibt sich aus dem Zustandsdiagramm ein 3 U,"-Wert. In einer kleinen 


3 
wu | und lest v, y, in der Randwertkurve, 


Auftragung bestimmt man nun jenen Wert, bei welchem Annahme und _ Ergebnis 


: Sete ae eee es ; 
von 3 u,” tibereinstimmt. Das weitere geht nun schnell. Die Mach-Linien-Neigung 


3 
in der Strdémungsebene zwischen P, und P, entspricht nimlich es w| Daraus 
folgt die Lage von P,. Man hat s (Y, + Y3), also die Neigung der von P, ausgehenden, 


nach rechts steigenden Mach-Linie im Zustandsdiagramm. P, liegt auf dessen Ordinate 
wegen uw; = 0. Wie vorher erwahnt, folgt v, y; aus der Konstruktion und darf nicht 
vorgeschrieben werden! Um ein Mach-Linien-Netz geniigend kleiner Maschenweite 
zu erhalten, interpoliert man zwischen P, und P, einen Punkt P, in der Strémungs- 
und Zustandsebene (oder auch zwischen P, und P; einen Punkt P;). Der Schritt 
von P, nach P, geschieht analog zum Schritt von P, nach P,. Aus P, und P, ergibt 
sich P,. P, hingegen wurde ausgehend von einem zwischen P, und P,, gelegenen, 
in der Abbildung nicht eingezeichneten Punkt gewonnen. Wie beim Prandtl-Busemann- 
Verfahren und seinen Varianten ist es auch im neuen Verfahren im allgemeinen 
empfehlenswert, zuerst den Zustand und dann die Lage des neuen Gitterpunktes 
zu bestimmen. Mit zunehmender Sicherheit in der Vorhersage der Lage neuer Gitter- 
punkte kann die Konstruktion nun rasch weitergehen. 

Die Linie u = 0 spielt die Rolle einer freien Strahlgrenze. Es herrscht eine gewisse 
Dualitaét zwischen ihr und der Kérperkontur, indem einmal die Ordinate des Zustands- 
diagrammes gegeben und die Abszisse gesucht ist, und es das andere Mal gerade um- 
gekehrt ist. Im vorliegenden Fall war es so, daB die Kurve wu = 0 durch die voraus- 
gegangene Berechnung mit der ,,parabolischen Methode“ nur bis auf eine Affin- 
verzerrung in y-Richtung bestimmt war. Jedoch gab nur eine der méglichen Lésungen 
auf u = 0 dieselbe v y-Verteilung, womit der unbekannte Verzerrungsfaktor der 
,,parabolischen Methode“ nachtriglich bestimmt werden konnte. Die mit dieser 
Bestimmung verbundene Arbeit ist nicht allzu gro8, weil sie nur an die Konstruktion 
etwa der ersten 20 Punkte gebunden ist. 

Im weiteren Verlauf kann es bei diesem und bei anderen Verfahren vorkommen, 
da® das Punktgitter zu eng oder zu weit wird. Dann sind eben Punkte zu tiberspringen 
oder neu zu interpolieren. Ein MaB fiir die SchrittgréRe ergibt sich dabei aus dem 
Umstand, inwieweit die Polygonzugsysteme in beiden Konstruktionsebenen eine gute 
Naherung fiir Kurvensysteme darstellen, Bei Verwendung von v als Zustandsordinate 
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an Stelle von v y wire ein bedeutend dichteres Netz zur Vermeidung von Knicken 
im Zustandsdiagramm erforderlich. 

Am Kérperende kommt es zu einem starken Geschwindigkeitsabfall mit Uber- 
gang zu Unterschall. Innerhalb der Konstruktionsgenauigkeit ist am Korper selbst 
kein Sto8 ersichtlich. Erst in einem gewissen Kérperabstand laufen die Mach-Linien 


schallnahe 


Abb. 6. Spindel (t = 1/,) bei Moo = 1'275 nach der linearen und schallnahen Theorie 


zu einem schiefen Sto8 zusammen. Damit ist allerdings nicht unbedingt gesagt, 
da® die Stauwirkungen am Korperende nicht derartig starke Stérungen zur Folge haben 
kénnen, da sie zu einem in das bereits konstruierte Uberschallfeld vorstoBenden 
senkrechten Sto8 fiihren. Theoretisch bleibt diese Frage also noch offen, wenn man 
von Grenzschichterscheinungen absieht. Diese fiihren aber in der Praxis sicher an 
der besprochenen Stelle zu einer Ablésung. Richtiger ware es also, hier ein _,,Tot- 
gebiet von konstantem Druck anzuschlieBen, an dessen Konstruktion man nur da- 
durch gehindert ist, da man den Druck nicht kennt. 
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Der Mafstab der v y-Achse im Zustandsdiagramm ist gegeniiber jenem der Abszisse 
verdoppelt. Nach Gl. (12) mu8 also die Neigung der Mach-Linien im Zustands- 
diagramm, namlich y, verdoppelt werden, das heiSt, statt y:1 ist das Verhaltnis 
y: 0°50 zu nehmen. Da nun aber die Strémungsebene in den unverzerrten x, y-Koordi- 
naten gezeichnet ist, bedeutet dies gem&B Gl. (7), daB das Verhiiltnis 

0°50 
Ja +1) 
die Mach-Linien-Neigung gibt. Wird der mittlere y-Wert eines fallenden Mach- 
Linien-Stiickes an die Ordinate x = 0 projiziert, so ist die gesuchte Neigung durch 
die Verbindungsgerade dieses Projektionspunktes mit dem Punkt x = 1-093, y = 0 
gegeben, der in der Abbildung durch einen nach links oben weisenden Pfeil gekenn- 
zeichnet ist. Entsprechendes gilt fiir den Punkt mit dem nach rechts weisenden 
Pfeil, wenn der mittlere y-Wert eines steigenden Mach-Linien-Stiickes auf die Gerade 
x = 2°0 projiziert wird. 


0°50’ ="y <- 


== ay 1093 


Als zweites Beispiel (Abb. 6) ist die Stromung um den Spindelkérper von Abb. 5 
bei einer Anstr6m-Mach-Zahl von M,, = 1-275 unter Verwendung der Gleichungen 
und Variablen von Gl. (6), (8), (13) und (14) konstruiert worden. Die Strémung 
an der kegeligen Spitze und der Anfang der Kopfwelle ist dabei einer Arbeit von 


Oswatitsch-Sjédin’ entnommen. Bei der genannten Mach-Zahl und dem Tangens 
des halben Kegeldffnungswinkels vorliegenden K6rpers von = entspricht das Bei- 
spiel dem Parameterwert bei Oswatitsch-Sjédin von y = 0°60. Bei diesem Wert 
herrscht hinter der Kopfwelle mit «= — 0°60 noch Uberschall, am Korper 
mit w= — 1°67 aber bereits Unterschall. Die Stromung an der Spitze liegt also 
bereits jenseits der durch wu = —1 gegebenen ,,hyperbolischen Grenze“. Diese 
Tatsache bereitet aber keine nennenswerten Schwierigkeiten, weil ein derart kleines 
Unterschallgebiet iibersprungen werden kann, indem von der Kopfwelle in einem 
einzigen gréBeren Schritt zu emem solchen Punkt der Korperoberfliche geschritten 
wird, in welchem infolge der Oberflachenkriimmung bereits Schall- oder Uberschall- 
geschwindigkeit herrscht (Punkt 7). Dies sowie die fiir die vorliegende Theorie ver- 
haltnismaBig groBe Dicke des K6rpers verursacht eine gewisse Ungenauigkeit der 
Resultate an der K6rperspitze. Doch soll folgende Untersuchung der Beurteilung 
der Genauigkeit der linearen Theorie in Nahe der Kopfwellenablésung dienen. Dafiir 
ist in erster Linie die starke Neigungsempfindlichkeit der Mach-Linien in Schallnaihe 
verantwortlich. Diese wird aber gerade vom verwendeten Gleichungssystem weit- 
gehend richtig wiedergegeben. Der Hauptfehler der linearen Theorie in Schallnaihe 
ist damit erfaBt und der Vergleich (Abb. 12) zeigt, daB die lineare Theorie auch an der 
,hyperbolischen Grenze“ noch recht gut ist. Das liegt freilich zum groSten Teil 
daran, da die Kérperspitze als Ort gréBter Untergeschwindigkeiten im Impulshaushalt 
einer achsensymmetrischen Strémung eine untergeordnete Rolle spielt. 

Die Kegelstrémung kénnte hier und in den folgenden Beispielen von Abschnitt VIII 
im ganzen Kegelfeld berechnet werden und als Ausgangsverteilung fiir die Konstruktion 
dienen. Dies wurde nie gemacht, sondern von der bekannten Verteilung am kegeligen 
StoB wurde im ersten Schritt direkt auf die Korperkontur gesprungen. Der auf diese 
Weise gewonnene Wert kann mit jenem der kegeligen Stromung verglichen werden, 
womit man an dieser fiir die Krafteverteilung unwichtigen Stelle Zeit spart und 
gleichzeitig ein Ma der Genauigkeit eines derart groben Vorgehens gewinnt. Bei 
beiden Vergleichskonstruktionen, der schallnahen und der linearen, ist die vereinfachte, 


7K. Oswatitsch und L. Sjédin: Kegelige Uberschallstrémung in Schallnihe, Osterr. 
Ingenieur-Arch. 8, H, 4, 284—292 (1954), 
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Gl. (16) entsprechende Randbedingung verwendet, um den an und fir sich geringen 
Unterschied nicht mit einem Effekt zu iiberlagern, der einer unterschiedlichen Be- 
handlung der Randbedingungen entspricht. Abb. 12 zeigt die Ergebnisse in der 
fiir den Widerstand maBgebenden Auftragung tiber h?. 


An der x-Achse sind wieder die fiir die Mach-Linien-Neigung im Zustandsdiagramm 
maBgebenden Punkte eingetragen. 


V. Neue Form der allgemeinen Vertraglichkeitsbedingungen 


Typisch fiir die Vertraglichkeitsbedingungen der linearen Theorie ist, da die 
a-Komponente des Geschwindigkeitsvektors und die y-Komponente des Stromdichte- 
vektors auftritt. Dies auf den allgemeinen Fall iibertragen bedeutet, daB die mafs- 
gebenden Zustandsveranderlichen voraussichtlich die GréBen w und @ v y sein werden. 
Sollen diese in die Gleichungen fiir Kontinuitit und Wirbelfreiheit 


ogUy oo Vy 


l lib: 
ou oy ? | (23) 
0! eV he 
oy Ox 


eingefiihrt werden, so ist zunichst @ U und V durch U und @ V zu ersetzen. Mit 
der Beziehung 

>» IW U V 

de = — @ M? i ee ox AU ie: 


dV 


gewinnt man die Gleichungen: 


(2 — V?)oedV=UV edU+ed(e V), 


24 
(2 — V2) d(o U) = (@ — W2)godU —UVad(oV).  f isa 
Nun gilt: 
U= West Ve Wsnd,” «= sne (25) 
und folglich nach goniometrischer Umformung: 
sin (# + «) sin (® — «)edV = —sindcosdedU —simad(eV), | (26) 


sin (9 + x) sin (9 — x) d(o U) = costa gdU +sindcosdd(oV). I 


Die Eliminierung von @ U und V aus dem System (23) fithrt dann zu folgender 
Form der Gleichung fiir Kontinuitét und Wirbelfreiheit: 


oU : 7 : : 10 V 
0 y cos* x ——- + sin ¥ cos O aaM 4 + sin (8 + x) sin (® — x) a8 eee 0, | 
' | |» (27) 
; U ; ; 2 90 V ( 
0 ysin 3 cos 3 = +o ysin (8 + «) sin (® — x) C + sin? « eT = 0. 
Die Transformation auf die linksliufige und rechtsliiufige Mach-Linie (Abb. 1) 


erfolgt mittels deren allgemeiner Neigungsbedingungen: 


— &,/§, = ctg (0+ «), — ny/n, = ctg (O — a) (28) 
und der Kettenregel der Differentiation (11). Es gilt 


é 0 
3 => E, ctg (& + «) oF Me ctg (0 — o) Sa 
und man erhalt nach goniometrischer Reduktion: 


-) 


oU oU : y 
oy &, COs Wb OY, vos & Bn + &, Sin « == 


0& 


y ; eo V 
=< Wy, SaRlaCY he ==), 


o 


= lo 
= . 


E aU : dU . eo Vy : oe Vy 
OY Sx COS AF — OY Na COB A ay Fb y SU Oe dE Na SIN & meres = 0. 


§ 
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Addition und Subtraktion dieser beiden Formen von Kontinuitatsbedingung und 
Wirbelfreiheit fiihrt nun sofort zur Verallgemeinerung der Vertraglichkeitsbedin- 
gungen (4), (12) und (13) auf die nichtlineare Theorie beliebig starker Stérung. 

Ks gilt fiir achsensymmetrische wirbelfreie Uberschallstromung auf der links- 
(oberes Vorzeichen) und rechtsliufigen Mach-Linie exakt: 


die V y) + yoectg «dU = 0. (29) 

Diese relativ einfache Proportionalitiitsbeziehung zwischen den Variablen U und 
o V y kann natiirlich auch aus den bisher bekannten Formen der Vertraglichkeits- 
bedingungen direkt abgeleitet werden. Uberhaupt sollte man annehmen, da8 eine 
kurzere Herleitung der formal einfachen Form (29) aus dem System (23) zu finden 
sein wird. 

Es ist zweckmaBig, StérungsgréBen beziiglich eines Zustandes U,, 0,, 0, ein- 
zufiihren, der nicht notwendig gleich dem Anstrémzustand sein muB8. Mit den Be- 
zeichnungen : 

t= a, os na (30) 


gilt dann auf den beiden Mach-Linien: 
ee & . = 3 
dv ‘es y) = Y OL ctg aodu = 0. ( 1) 


VI. Zeichnerische Ermittlung beim allgemeinen Verfahren 


Ein Vergleich von Gl. (31) mit den bisher angewandten Vertraglichkeitsbedingungen 
zeigt, daB die Mach-Linien-Neigung in der Zustandsebene mit der Abszisse wu und 


der Ordinate 2 vy nicht mehr von der Lage y der Gitterpunkte allein abhangt, 
1 

sondern auch von der Mach-Zahl- 

Funktion octg a. Daher ist es 


zweckmaig, an der Abszisse der 
Str6mungsebene die Funktion 


ee, 
oe ctg x 


aufzutragen (Abb. 7). Wird dann 43), 7. gtrichleiter fir die Mach-Linien-Neigung in der 
etwa der zu einer linkslaiufigen Zustandsebene (M, = 2°453) 


Mach-Linie gehérige Mittelwert 
von y auf die Ordinate x = 2 und der zu einer rechtsliufigen Mach-Linie ge- 
hérige Mittelwert von y auf die Ordinate x = 0 projiziert, so kann die Neigung 
der Charakteristik durch Anlegen des Lineals leicht bestimmt und in die Zustands- 
ebene iibertragen werden. Nach (31) ist diese Neigung das Verhaltnis von y zu 
0,/(@ ctg «). Der Mittelwert von 0,/(@ ctg x) ist freilich genau so wenig wie jener 
von y bekannt, bevor Lage und Zustand des neuen Punktes bestimmt ist. Beide 
GréBen kennt man aber hinreichend genau durch Extrapolation der vorausgegangenen 
Konstruktion. Die skizzierten und alle iibrigen erforderlichen Diagramme wurden 
fiir die Mach-Zahlen 
M, = 1°844;  2°458; 3-013 (32) 

angefertigt (Abb. 8; mit Riicksicht auf die spatere Anwendung ist M,= M,, ge- 
setzt) und kénnen auf Wunsch zur Verfiigung gestellt werden. 0,/(g@ ctg x) hat 
bei etwa M = 1°6 iibrigens einen Extremwert. 

Die Anfertigung mehrerer Diagramme wire theoretisch leicht dadurch zu ver- 
meiden, daB man die Dichte stets auf die Ruhedichte 0, oder die kritische Dichte @* 
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bezieht. Praktisch scheitert ein solches Vorgehen aber daran, dai sich die Dichte 
und damit auch die Funktion yv 0/e* mit der Mach-Zahl stark andert, was unter- 
schiedliche MaBstibe dieser Zustandsgré8e fiir unterschiedliche M.,-Werte erfordern 
wiirde. Gleichzeitig wiirden die Vergleiche mit den linearen Methoden erschwert. 


see Meo = OL 


\ O10 
a Rene — vg 
meee 09 
oi ate A 
O05 
Lolo 
SPS 020 
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QD 26 22 29 31 «358 35 368 3599 is 2 OW 
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Abb. 8. Diagramm ftir die Mach-Linien-Neigung in der Strémungsebene und Strichleitern fir 
die Randbedingung (M, = Moo = 1°844) 


Die Neigung der Mach-Linien in der Strémungsebene (28) hingt im allgemeinen 
Verfahren vom Str6mungszustand ab und kénnte ahnlich wie beim Prandtl-Busemann- 
Verfahren dadurch bestimmt werden, dai man sich den Strémungszustand verschafft, 
mit diesem in den Hodographen eingeht und die Tangenten an die Charakteristiken 
der ebenen Strémung, 2 = konst. und uw = konst., legt. Eine Bestimmung von 
Neigungen durch Tangentenlegen bedarf stets einer gewissen sorgfiltigen Aufmerk- 
samkeit und geht auch nicht allzu rasch. Daher wurde hier in Analogie zu den 
Methoden fiir Schallnihe ein Verfahren vorgezogen, bei dem sich die Neigung der 
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Mach-Linie aus dem Anlegen eines Lineals in einem festen Punkt und in einem vom 
Zustand abhiangigen Punkt ergibt. 

In Analogie zum schallnahen liege im neuen Diagramm der Ausgangspunkt fiir 
die linksliufigen Mach-Linien-Neigungen bei 0, — 1, jener fiir die rechtslaufigen 
bei 0, + 1 (Abb. 8). Der zustandsabhiingige Punkt ist dann der Schnittpunkt der 
Geraden mit der Neigung tg (9 + «) durch den Punkt 0, — 1 und der Geraden mit 
der Neigung tg (# — x) durch den Punkt 0, + 1. Aus elementaren geometrischen 
Beziehungen folgt, daB die beiden Geraden im zustandsabhiingigen Punkt den 
Winkel 2 « einschlieBen. Punkte gleicher Geschwindigkeit W/c*, gleicher Mach-Zahl M 
und also auch gleichen Mach-Winkels « liegen auf Kreisen vom Radius 1/sin 2 « 
mit den Mittelpunktskoordinaten ctg 2 «, 0. Damit ist die Lage des zustandsabhin- 
gigen Punktes als Funktion von « und # bestimmt. 

Fir ein schnelles Auffinden der Neigungen ist es aber wesentlich, den Zustand 
direkt aus dem Zustandsdiagramm ablesen zu kénnen. Zu diesem Zweck ist es un- 
vermeidbar, von der Ordinate yv/o, durch eine Division durch das y des ent- 
sprechenden Punktes in der Strémungsebene auf die GréBe v @/0, tiberzugehen. In 
das Neigungsdiagramm kénnen dann Kurven konstanten u- und konstanten v 9/0,- 
Wertes eingezeichnet werden. Es ist ja 


y 


W Benes : Wo. fie 
U, cos? = 1+ u; Wo, sin 6 = ~~. (33) 


Fir einen bestimmten «-Kreis der Neigungsdiagramme ist W/U, und W 0/W, 0, 
gegeben. Fiir einen bestimmten Wert von w oder von v 0/0, bestimmt sich dann # 
aus Gl. (33). Damit ist aber auch die Lage des w oder des v 9/0, auf diesem «-Kreis 
gefunden. Man bilde etwa tg (#-+ «) und ziehe die Gerade dieser Neigung durch 
den Punkt 0, — 1. 

Auf diesem Wege wurden die u-Kurven und v 0/0,-Kurven fiir die drei Mach- 
Zahlen (32) bestimmt und in das Neigungsdiagramm eingetragen (Abb. 8). Das 
Kurvensystem, welches das Neigungsdiagramm darstellt, hat dabei allgemeine Be- 
deutung. Nur die an die Kurven geschriebenen Zahlen sind an die ausgewahlten 
Werte von M, oder M., gebunden. 

Mit Hilfe der Stré6mungs-, der Zustandsebene und der beiden Neigungsdiagramme 
geht die Konstruktion des Punktgitternetzes wie folgt vor sich: Angenommen sei, 
daB bereits einige Schritte durchgefiihrt seien. Dann ist ein Teil des Maschennetzes 
in der Strémungsebene und in der Zustandsebene bekannt. Die Gitterpunkte werden 
auBerdem auch noch in die Neigungsebene eingetragen, so daf eigentlich eine Kon- 
struktion in drei Ebenen erfolgt, wobei die Eintragungen in der Neigungsebene aller- 
dings mit verhiltnismaifig geringer Sorgfalt erfolgen kénnen. 

1. Die Lage des neuen Gitterpunktes im Neigungsdiagramm (Abb. 8) wird ange- 
nommen. Die Neigungen der Mach-Linien sind durch die Geraden gegeben, welche 
von den Punkten 0, + 1 und 0, — 1 zum neuen Gitterpunkt fiihren. Sie werden aus 
dem Neigungsdiagramm in die Strémungsebene tibertragen und damit ist die Lage 
des neuen Punktes bestimmt. 

2. Aus der angenommenen Lage des Punktes im Neigungsdiagramm ergibt sich 
ein x«-Wert und damit auch ein 9,/(0 ctg «)-Wert in der Neigungsskala an der x-Achse 
(Abb. 7). Zusammen mit den y-Werten hat man nun die Neigungen der Mach-Linien 
und damit auch den neuen Punkt im Zustandsdiagramm. 

3. Nach Division von y v e/o, durch das y des neuen Punktes kann dieser endgiiltig 
in das Neigungsdiagramm eingetragen werden. 

Am Korperanfang steht oft die kegelige Loésung und damit ein Anfang des Netz- 
werkes zur Verfiigung. Sonst kommt bei den ersten Schritten eine Iteration in Frage, 
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mit der linearen Theorie als Ausgangsloésung. Ihr entspricht ein fester Punkt des 
Neigungsdiagrammes; bei M, = M,, der Punkt mit u=0, voe/o, = 0. 
VII. Randbedingungen und Sto8 beim allgemeinen Verfahren 

Die Randbedingungen sollen bei diesen Verfahren natiirlich exakt erfiillt werden, 

das heibt fir y = h(x): tg 0 =h,(2). (34) 


linear 


Abb. 9. Spindel (t = 1/,) bei Moo = 1°844 mit Randfunktionen und Zustandsebene 


Im wesentlichen ist die Randbedingung auch jetzt eine Bedingung fir die 
v-Komponente, namlich: 
; eM ee Ls : ete W- hh» 
i Q1 : ros rm Ae Tea a Wy Vli+h,?— 


Die h-Funktion ist gegeben und speziell gilt mit Q = h? a als Querschnitt: 
350s = he hy. (36) 


(35) 
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Die Stromdichte @ W/o, W,, die hier nicht als Mittelwert, sondern im Rand- 
punkt selbst zu nehmen ist, kénnte extrapoliert und dann iteriert werden. Da sie sich 
jedoch bei héherer Mach-Zahl ziemlich stark andert, soll hier ein anderer Weg be- 


Abb. 10. Spindel (t = 1/,) bei Moo = 2°453 und Zustandsebene 


schritten werden, in dem @ W/o, W, durch einen Naherungswert und den gesuchten 
Zustand linear genihert wird. Mit dem Index 3 fiir den Naherungswert gilt: 


oW—e,Ws; sh? a We 
0; Ws ios s") W; i 
daraus folgt: 
oW as Fs = (1 — Mt) * (G-— 4) 
0, W, 0, W, oe Oy 


Nun ist aber: 
W U 1 


W,; OU, cos? =(1+u)VI+h,?. 
Setzt man dies in die Gleichung dariiber ein, dann ist die Stromdichte @ W/o, W, 
im gesuchten Punkt durch 1 + w in diesem Punkt und durch den Wert der Naherung 3 
allein ausgedriickt. Man erhalt auf der Kontur y = h(z): 


W. 0 
oo ae Reanim ay Om tata (80 


v 
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also einen linearen Zusammenhang von »v y g/o, und « mit folgendem Ordinaten- 
abschnitt und folgender Neigung der Geraden: © ay St 
ae Q,/2 % M2 03; Ws 

Vi+h,? 


‘ (38) 
b= —Q,/20(M,—1)-*. | 


fuy 


Linear 


Abb. 11. Spindel (t = 1/,) bei Moo = 3'013 und Zustandsebene 


Die Werteskala der beiden Mach-Zahl-Funktionen 
2 Qs W; yore Qs 
M5 Pia a und (M; 1) (39) 


ist in den Neigungsdiagrammen parallel zur Abszisse aufgetragen. Die Rand- 
funktionen 1 Q, Q» 


Vith 22? 2x 


(40) 


werden vor Beginn der Konstruktion berechnet und unter der w-Achse aufgetragen 
(Abb. 9). Damit sind die Koeffizienten (38) der Geraden (37) rasch berechnet. Sie 
ist meist nahezu horizontal. Thr Schnittpunkt mit der auf den Kérper zulaufenden 
Mach-Linie in der Zustandsebene gibt den Zustand am Kérper. 


Bei Verdichtungssté8en erfolgen die Zustandsiinderungen bei konstantem y. 
Um also den funktionellen Zusammenhang der Zustandsgr6Ben u und y v 0/0, im StoB 
zu erhalten, miiBte ein StoBpolarendiagramm in der w, v @/0,-Ebene hergestellt werden. 
Durch Multiplikation mit y der Stelle, wo der StoB berechnet wird, hatte man dann 
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Abb. 12. Druckkoeffizient iiber h2 der Spindel (t = 1/,) fiir 5 M co- Werte 


den Sto8 in der Zustandsebene. Der Schnitt dieser Kurve mit der in den Sto8 von 
hinten einmiindenden Mach-Linie gibt den Zustand hinter dem StoB. Auch das 
Neigungsdiagramm ware durch eine Sto8kurve zu erganzen. Solche Kurven und 
Diagramme wurden jedoch noch nicht hergestellt, weil sie bisher nicht benétigt wurden. 
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Kopfwellen sind im achsensymmetrischen Falle meist hinreichend schwach, um 
die bekannte Naherung verwenden zu kénnen, da8 die Zustandsinderung im Stof 
wie jene auf einer den Sto8 iiberquerenden Mach-Linie zu behandeln ist. Neigung 
des StoBes ist in gleicher Naherung die Schwerlinie eines Dreieckes, dessen Schenkel 
die Mach-Linien der Strémungsebene vor und hinter der StoBfront und dessen Basis 
die x-Achse ist. Die StoBkonstruktion bietet also kein neues Problem, wenn man 
den Wert von 0,/o ctg « als Mittelwert fiir die einander gegeniiber an der StoBfront 

gelegenen Punkte nimmt. Diese Behand- 
ia lung unterscheidet sich also in keiner 
Weise von den bisher geiibten StoB- 
konstruktionen. 

Der Zustand der Kopfwelle liegt fiir 
M,=M.,, in der Zustandsebene auf einem 
Strahl durch den Ursprung, dessen Nei- 


gung im wesentlichen durch — y 2 ctg a, 


also bei sehr schwachen Kopfwellen durch 
— y ctg x, gegeben ist (Abb. 9, 10, 11). 

Fir den Konstruktionsbeginn an der 
Ko6rperspitze kénnte von den exakten 
oO2 Kreiskegelstromungen ausgegangen wer- 
den. Da diese aber bei der Spindel wie bei 
vielen anderen K6rpern nur in einem sehr 
engen Bereich an der Spitze ausreichend 
stimmen, wurde bei Abb. 9, 10, 11, wie 
schon friiher bei Abb. 6, vom Wert hinter 
der Kopfwelle in einem einzigen Schritt 
auf die Kontur iibergegangen. Zu diesem 
Zweck ist es vorteilhaft, die exakten w- 


und » >. Werte der Kreiskegeltheorie am 


co 
Sor Rr ae StoB und méglichst auch am Kegel selbst 
Abb. 13. u auf dem Kegel und hinter seiner ae Weinert ee Lon pea a Mo ee 
Kopfwelle abhangig vom halben Kegeloffnungs- 2 : us ee i 13 und 14 
winkel @# bei den Anstrém-Mach-Zahlen als Funktion des halben Kegeléffnungs- 


Moo = 1'844, 2°453 und 3:013 winkels #) wiedergegeben. 


5 10° 15> 


VIII. Beispiele fiir die exakte Methode und Ausblick 


Abb. 9, 10 und 11 gibt eine Gegeniiberstellung der Konstruktionen mittels der 
neuen exakten und der linearen Methode von Sauer-Heinz. Ein unmittelbarer Ver- 
gleich in denselben Punkten der Strémungsebene ist nicht méglich, da die Gitter- 
punkte wegen der verschiedenen Mach-Linien-Neigungen unterschiedliche Lage 
besitzen. Daher macht es auch nichts aus, daB beim linearen Verfahren in der Zustands- 
ebene die Abszisse wu ctg «.. beibehalten wurde. Qualitativ besteht aber eine groBe 
Ahnlichkeit der Kurvenziige. Auffallend ist nur die eigentiimliche Form der StoB- 
kurve in der Zustandsebene, die zum Teil durch den etwas rohen Konstruktionsbeginn 
hervorgerufen sein mag. Demgegeniiber liegen die Randgitterpunkte in der Zustands- 
ebene auf einem im wesentlichen wendepunktsfreien Kurvenzug. 

Abb. 12 gestattet einen Vergleich der verschiedenen Theorien und zeigt auch 
fiir die Anstrém-Mach-Zahlen M,, = 1:00 und 1:844 Versuchsresultate der FFA8. 
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Die Auftragung des Druckkoeffizienten c » uber h? erméglichst eine direkte Abschitzung 
der Fehler fiir den Widerstand, weil der auf das ,,Kaliber‘‘ bezogene Widerstands- 
beiwert gleich derjenigen Fliche ist, welche von der c,-Kurve begrenzt wird. An 
Stellen, wo Zweifel entstehen k6énnen, ob der Punkt vor oder hinter dem Dicken- 
maximum h = h, liegt, weisen Pfeile auf den richtigen Durchlaufungssinn der c,-Kurve 
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Abb. 14. v e/0co auf dem Kegel und hinter seiner Kopfwelle abhangig vom halben Kegeloffnungs- 
winkel #, bei den Anstrém-Mach-Zahlen Moo = 1°844, 2°453 und 3°013 


hin. Eingetragen sind simtliche gerechnete Punkte, nicht nur diejenigen, welche 
in Abb. 5, 6, 9, 10, 11 wiedergegeben sind. Auferdem sind an der Cp-Achse noch 
die Resultate der entsprechenden Kegeltheorien fiir den halben Offnungswinkel der 
Spindelspitze durch einen Querstrich angezeichnet. Der Querstrich der linearen 
Theorie ist stets der untere. Man sieht, daB sich diese kegeligen Anfangswerte sehr 
gut in den Verlauf der Resultate der Charakteristikenmethoden einfiigen. Kine Aus- 
nahme macht nur die exakte Methode bei M., = 1:275, wo die ersten Werte viel zu 
tief liegen, was auf das Uberspringen des ,,Unterschallpolsters“ an der Kegelspitze 
zurickzufiihren ist. Man sieht aber, daB die lineare Theorie offenbar schon bei der 
Mach-Zahl M., = 1°275 auf den wesentlichsten Teilen des Korpers sehr gute Resultate 
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liefert. Bei M. = 1:844 standen Versuche nur fiir eine abgeschnittene Spindel zur 
Verfiigung. Kurz vor dem Projektilboden steigen die Versuchswerte im Gegensatz 
zur Theorie etwas an, was zweifellos auf Grenzschichteinfliissen beruht. Die Uber- 
einstimmung mit der exakten Theorie ist aber im tibrigen sehr gut. Die lineare 
Theorie liefert c,-Werte, welche nicht nur im Druckgebiet, sondern auch im Sog- 
gebiet niedriger sind, im Soggebiet also im Sinne grdBerer Stérung liegen! Dieser 
Effekt ist in gleicher Weise bei den hdheren Anstrém-Mach-Zahlen (M,, = 2°453, 
3013) zu beobachten. Die Lineartheorie ist bei hédheren Mach-Zahlen an der Korper- 
spitze natiirlich falsch. Dort fallt ja der halbe Offnungswinkel der Spitze mit dem 
Mach-Winkel der Anstrémung nahezu zusammen. Fiir die Widerstandsberechnung 
ist die Lineartheorie aber selbst noch bei M,, = 3:013 brauchbar. 


Fiir Kérper mit spindelférmigem Vorderteil ist die lineare Theorie nahezu im 
ganzen Bereich zwischen Kopfwellenablésung in Schallnihe und einem Hyperschall- 
parameter [Gl. (3)] «|/M 2 —1=1/, gut brauchbar. Am besten stimmt sie fur 
M,.-Werte, die etwas tiber dem kritischen Wert der Kopfwellenablésung liegen. Dort 
sind die Stérungen némlich noch ziemlich stark, weshalb ein bestimmter Fehler in c, 
eine geringere Bedeutung hat als gegen den Hyperschallbereich hin, wo die c,-Werte 
an und fiir sich kleiner sind. 


Gerade die guten Ergebnisse der linearen Methode lassen es als aussichtsreich 
erscheinen, in vielen Fallen auf die exakte Methode zugunsten einer Methode ,,zweiter 
Ordnung“‘ zu verzichten. Diese hatte von der Tatsache auszugehen, da der Stromungs- 
winkel # stets die GroBenordnung des Dickenverhiltnisses t, die St6rung des Druckes, 
der Dichte, des Mach-Winkels und der Geschwindigkeit aber nur die GréSenordnung t” 
besitzt. Der Koeffizient von Gl. (31) konnte also konstant y ctg « 0/0; = y CtE Xoo Oc0/01 
gesetzt werden. Und im Neigungskoeffizient der Mach-Linien (28) ware « konstant 
zu nehmen: ctg (# + «) = ctg(@+.«,,). Daraus ergeben sich Vereinfachungen in 
der Bestimmung der Mach-Linien-Neigungen und in der Erfiillung der Randbedin- 
gungen, was einer besonderen Arbeit vorbehalten werden soll. 


(Hingegangen am 30. Mai 1956) 


Zur Berechnung von Wiarmeaustauschern* 
Von H. Jung, Stuttgart 
Mit 12 Textabbildungen 


Zusammenfassung. Ausgehend von der Potentialstrémung um einen Zylinder im Kanal 
konnte die Temperaturverteilung in einem dickwandigen Rohr ermittelt werden. Die Wirme- 
ubergangszahl an der AuBenwand des Rohres wurde hierbei als Funktion der Tangential- 
geschwindigkeit an der RohrauBenwand angenommen. Es zeigt sich, da8 das Temperaturfeld 
noch annihernd rotationssymmetrisch ist. Bestimmt man sich aus dem Temperaturfeld die 
Spannungen, so ist die Tangentialspannung und die Radialspannung vom rotationssymmetrischen 
Spannungszustand nur wenig verschieden. Die Axialspannung wird sehr stark durch das nicht 
rotationssymmetrische Temperaturfeld beeinflu8t und nimmt Gré8enordnungen an, die nicht 
mehr vernachlissigt werden dtirfen. 


In den meisten Wirmeaustauschern ist die Strémung turbulent. In diesem Falle mu, da 
er der Rechnung nicht mehr zugiinglich ist, die RohrauSenwandtemperatur durch Messung er- 
mittelt werden. Es li Bt sich dann das Temperaturfeld bestimmen und damit auch die Spannungs- 
verteilung im Rohr nach den angegebenen Verfahren. 


* Vorliegende Berechnung wurde mit Unterstiitzung der Badischen Anilin- und Sodafabrik 
durchgefithrt. Bei der Zahlenrechnung hat mich Herr Dipl. phys. Kopp unterstiitzt. 
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I. Problemstellung - 


Durch Abb. 1 ist ein Teilausschnitt eines Wirmeaustauschers gegeben. Die Heiz- 
gase stromen in eine derartige ,,Gasse‘‘ mit der Temperatur 7’, und der Geschwindig- 
keit vy ein und umspiilen die senkrecht zur Zeichenebene liegenden Rohre, die von 
einem Produkt durchflossen werden. 

Ks soll der Warmeflu8 und die Temperaturverteilung in der Rohrwandung be- 
stimmt werden. Aus der Temperaturverteilung in der Rohrwandung werden dann 
die im Rohr auftretenden Warmespannungen ermittelt. 

Um die Rechnung zu vereinfachen, wird das an und fiir sich riumliche Problem 
als ebenes Problem behandelt. Diese Vereinfachung ist erlaubt, da die Temperatur 
des die Rohre durchflieBenden Produkts sich auf ein Meter Rohrlinge nur wenig andert. 
Die turbulente Strémung der Heizgase wird durch eine 
Potentialstrémung angeniihert. Der Einlauf der Heizgase 
in die Gasse wird ebenfalls vernachlissigt. Die Warme- 
spannungen in den Rohren seien elastisch. 
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Abb. 1. Warmeaustauscher (vereinfacht) und Koordinaten 


Eine Naherungslésung zur Bestimmung der Tangentialgeschwindigkeit wird in 
Ziffer Il gegeben. Die Temperaturverteilung und der Warmeflu8 wird in Ziffer IIT 
bestimmt. Die sich daraus ergebenden Warmespannungen sollen dann in Ziffer IV 
ermittelt werden. Ein Zahlenbeispiel wird in Ziffer V dargestellt. 


II. Naiherungsweise Berechnung des Strémungsverlaufes 


Bei einer Potentialstr6mung geniigt es, wenn die Einlaufverhaltnisse vernach- 
lassigt werden, die Geschwindigkeiten in dem durch Abb. 2 gegebenen Bereich zu 
ermitteln, da durch mehrfache Spiegelung dann der Stromungsverlauf in der gesamten 
Heizgasse gefunden werden kann. 

Ist v, die Geschwindigkeit in der x-Richtung, v, die Geschwindigkeit in der y- 
Richtung, so fiihrt man das Geschwindigkeitspotential g(x, y) durch 


oe * (1) 


De og a ae Bi. 
ein. Die Funktion g(x, y) geniigt der Potentialgleichung 
2p , Op 


Gat} ays a (2) 
Mit den Polarkoordinaten 0, 6 geht (1) und (2) tiber in 
Op 1- 0p 
= FE =, (1a) 
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Die Randbedingungen lauten mit Abb. 2 
y= 0 R207 ey Oy 26 eee ee), 


) a 
Y=>5; Wy=0; =F v, = 9, (3) 


0 = Qo; Uy = 0. 
Bei der exakten Liésung des vorliegenden Problems mu8 der durch Abb. 2 gegebene 
Bereich auf das, auBere des Einheitskreises: abgebildet werden. Diese Abbildungs- 
aufgabe fiihrt auf elliptische Funktionen. 
Bei dem vorliegenden Problem ist es zweckmiaBig, eine Naherungslésung so zu 
suchen, da8 die Temperaturverteilung im Rohr einfach ermittelt werden kann. 
Fiir das Geschwindigkeitspotential g wird der Ansatz gemacht 


os 2n 
p= 3/A, conn 6(on+ 2 } (4) 
1 Q 
Aus (4) erhalt man die Geschwindigkeiten 
= 2n 
Vo = d'nA, cosnd ie —_ oa : (5) 
: aa 
ie 2n 
m= — S'nAqsinnd [ot + ao : (6) 
1 @ 
it == 13, 8 ag 
es 2n 
Vx moe lo cos (n — 1) 8 ~~ yy cos (n + 1) oF 
(7) 


2n 
re sin (1 + 1) 6 + 0”! sin (n — 1) i). 


co 
i,=—»> nAn 
1 


Durch den Ansatz (4) werden die Randbedingungen auf den Randern y = 0; 0 = ay; 
x = 0 befriedigt. Die Konstanten A, werden so bestimmt, da auf dem noch ver- 

bleibenden Rand s die Bedingung (Abb. 2) 
Re 
2n 
Sn, \ (255 sin (w +1) 9 + g"1sin (nw — 1) 4) ds = 0 (8) 
Sj 


in (n — 1) Teilstiicken erfiillt ist. Es ergeben sich aus (8) (n — 1) Gleichungen. Die 
noch fehlende Gleichung zur Bestimmung der A, erhalt man aus 
b 
2n b 


2 
> n A, \lo cos (n — 1) 6 — a 7 cos (n + 1) 5 dy = 3 UM: (9) 
0 
In (9) ist vy die mittlere Heizgasgeschwindigkeit in einem freien Querschnitt der 
Heizgasse. 
Sind die Konstanten nach (8) und (9) bestimmt, so ergibt sich aus (5) die Tangential- 
geschwindigkeit an einer Rohrwandung zu 


co 
= — 2 D'nA,sinn d 9". (10) 


co 
= at eg Gr ‘ 
V3,0 = 04 = ae Peo. 
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In komplexer Schreibweise ist 


co 
%, @= 0 = 4 D'n B, e'”?;. (10a) 
1 
ok gl ee a 


III. Temperaturverteilung und Wiirmeflu8 


Die Temperaturverteilung 7(e, 6) im dickwandigen Rohr ist bestimmt durch 


die Differentialgleichung 
eT 1 of I oe h 


BPs Mer aen te ae = My) 
und die Randbedingungen 
oT as 
hee &q (Tg — To 2,) fiir 9 = Qo; (12) 
or re 
age ee x (tp — To = 0) fiir C= i (13) . 


In (12) und (13) ist 

Tg die Temperatur der Gase, die die Rohre umspiilen, 

Tp die Temperatur des Mediums, das die Rohre durchstrémt, 

A die Wirmeleitfahigkeit des Rohrmaterials, 

x“, die Wirmeiibergangszahl an der AuBenwand, 

x; die Warmeiibergangszahl an der Innenwand. 
Die Warmeiibergangszahlen sind Funktionen der Geschwindigkeiten, mit denen die 
Medien an den Wandungen vorbeistreichen. Es ist dann die Warmeiibergangszahl «; 
konstant, wihrend man fiir «, den Ansatz macht 


co 
Oy =D) &m |vs™|. (14) 
0 


Mif (14) geht die Randbedingung (12) tiber in 


ar = = 
ae ae 6S SBE Woe |v”. (15) 
0 


Beriicksichtigt man bei der Taylor-Entwicklung (14) nur die linearen Glieder in 5, 
dann erhalt man mit (10a) die Randbedingung fiir @ = @) in der Form 


oT OK Aare 1 \7 Bcite 15 
eee a tea (te Fey) oP Beat (15a) 


Die Differentialgleichung (11) wird durch den Ansatz befriedigt 


P=aylng +a, + 2 (bme™ +emo- mem? (16) 
1 
Geht man mit (16) in die Randbedingung (13) ein, so wird diese erfiillt durch 
ay = a (4 — In ey) + a a | 
m- om) — St 0,” ( (17) 
Cm =—— nts 


ie Sa, ee 
m* 0; cht ara m 
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Die Randbedingung (15a) fiihrt auf 


Tg—Tp \ 
dg = i, | 
Pa—Tp/_h 
a =T¢ Ww oe cle eo): ( a 
A A Qo 
W= ine; 
%o Qo + 5 Q; zi Qi 
es | (m ee en (m See 0”) 
Dib Mm? Ott + 0 Oo” = 3 etme — 
6 : pie —(m+1) . % ) —m 
1 Mm Q; at a 
Oy De Lae Pablo = Q; P 
== i | Ta — ay ln-og "gy 2 O00” ae “Co Jere 
A m- of aL a ge 
SD MB gees (19) 
Nahert man die Str6mung durch einen zweigliedrigen Ansatz 
i= 1(B,e° 3 B,e*) (20) 
an, dann ergibt (19) das Gleichungssystem zur Bestimmung der b,, 
a; 
; , 1——e | 
2 x & 
A Qo" a; A 
ee Te 
5 O5 a 
2— 1-6 
a 2 z 
be (2 | = Ee 1 at aie: z =H = by B, i! a e 2 A 
0 2 cle a Q; Qo 1 — Fz 8 
See X% Qi 
Xo Qo 0° A ok 
3 tet 0 
XQ: ai 
; 4 ogee 
1 Q: A 
“ores Og Day Vib = 
Qo 9 a Baits 
A 
4 OX; | he 5 
” 8 Q; 
bo (4+ 7922) [ 1 Po nr Jaen p Se 
g i 
\ sale eee oe ae i ie. 
a; 
ie pai 0; 
a 6 a 
+i=*3 B,b,|1 aj Oe ee, 
Qo 3 ae OQ; 
A 


Sind aus (21) die 6,, bestimmt, so wird der Wiirmeflu8 durch ein Flichenelement der 
Rohrwandung in tangentialer Richtung 


= Ken 
me, ft) ee 0, 


co 
wr! 
O=—A s imb,\ o®@ + ———_____—___ - 9 -™ | etme (22) 
? —(m + 1) OF Viel 
1 Mm Q; st % Q; 


und in radialer Richtung 
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. ae (m—1) om 
hoe 6) RGR py ae ; 
QV. es, 0 + mM bi», o” Ste Aa sate: aes) ems : (23) 
1 m9, ™+ D4 a ge 


Die gesamte durch die Rohrwandung flieBende Warmemenge pro Zeiteinheit wird 
fiir die Rohrlinge dl 


(ml) __ 
a 


mo oS 0,” 


co 
= ba Sean Gu Shine 
Q=—4Adl zt%—1t * Og l o™ eae (cim> 1] 
1 


mag ™ +2) 4 SE 0,7” 


= —AdlF[(Te — Tp); 0:; @]. (24) 
Vernachlassigt man den Wiirmeflu8 in Achsrichtung, so li®t sich mit (24) ein 


Naherungsausdruck fiir die Produkttemperatur als Funktion der Rohrlinge | ge- 
winnen. 


Aus (21) entnimmt man, daB 


= T .—T 
G 
by = by (Oo; 0;) W = 
ist. Damit wird fiir 9 = 0; 
as (m—1) Oy m 
of —— 7 ‘eo es mM - Q; Q; ALA 
—_ adi! = P) 5 a » ee 0” —- pee Baa 0,” (cimZ_1] 
— mo, Lp 
: 
=Adl = — Ho: 00)- (25) 


Bezeichnet man mit 


yp das spezifische Gewicht des Produkts, 
Cp die spezifische Warme des Produkts, 
V die Geschwindigkeit des Produkts, 
so wird bei Vernachlassigung der Warmeleitung innerhalb des Produkts 
T.—T dT 
La Hes, Go) = yp 0° % V Cp a (26) 
Ist t) die Eintrittstemperatur des Produkts, dann erhalt man aus (26) 
i aie 
Ree Al ge tye ete iP 
Bei der Berechnung der Temperaturverteilungen und des Warmeflusses ist jeweils 
der Realteil der auftretenden Funktionen zu bestimmen. 


(27) 


IV. Die Warmespannungen 
Aus Gl. (27) ergibt sich, daf 
a <) 
ist, so daB der Deformationszustand des Rohres annahernd eben ist. 
Bezeichnet man mit ~ die Poissonsche Konstante, so mu das Verschiebungs- 


potential ® die Differentialgleichung befriedigen’. 


o@ 1 o®d 1 @&@ _ 1 + Me Ay bl 28 
60? ‘0 00 o 60  1—ypu B 7 (28) 


1B. Melan und H. Parkus: Warmespannungen, 8. 22ff. Wien: Springer-Verlag. 1953. 
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In (28) ist 6 der als konstant angenommene Warmeausdehnungskoeffizient des Rohr- 
materials. Der Schubmodul @ des Rohrmaterials ist eine Funktion der Temperatur. 
Um die Rechnung zu vereinfachen, setzt man 


Te=o0, + Te= = 


a(n) =@( 5 


LET OUR Eee 


Mit dem Verschiebungspotential werden die Spannungen 


= 1a 1 &© 
Bey = — 2G (- do |g? Oe ); 
ms aD 
OSs 26 53> | 
‘ ( (30) 
Tite aaa | 
tS a a 9 00 aaTaL | 
= 1+yp 
Ou = — 24,7 PL. | 
Formt man (16) um, so ergibt sich in ausfiihrlicher Schreibweise 
1-5, 6; a Pai 
T =a,ne +a, — b,*/o +-——4%_ - © \sind + T Fer 
0 1 g Ss aa (31) 
Peds 
A 
mit 
aes Sr eine 
(1+ 82) (1 78) 
1 Xo 0 A A 0,” 
aa b Oe Or ww Qo" 
ae 
Zu den Warmespannungen oy, 695; und o,) gibt nur die Temperaturverteilung 
| hee X74 Q; 
pa A 0;” : 
T =a, no +a, — },*| o + ———_—_-- + ]sinod (32) 
1 ats =e Q 


Anla&, da 7 keine Singularititen erster Ordnung enthalt?. Das Verschiebungspotential 
ist damit aus der Differentialgleichung zu bestimmen 


Os Qi 
iat ! ; ae 7 ae md a,Ino +a, —b,*| 0 + ie ee sin 5|. (28a) 
Geht man mit dem Ansatz : 
@=—A,elno+4,e+(De+D, olnoe)sind (33) 
in (28a) ein, so wird 
Ay =p ae be Dy = — ye Bt | 
x5 Qi 
A,= ; 4 B (a; — a); Dy=— > Tae Bb : —— 0° | - 
- 


* E. Melan und H. Parkus;: a.a. O., S. 12. 
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Aus (33) erhalt man die Spannungen 
Soe = — 2Gy|2 Aging + Ay +24, + (2.D,0+2+)sin a]; 
Gy = — 2G,]2AgIng +34, +24, + (6D.9 + 2+)sin 9} ; | (35) 


One = + 2G|2 De o+ oe cos 0. 


Wird das Rohr durch einen Innendruck P; beansprucht, so erfiillen die durch (35) 
gegebenen Spannungen die Randbedingungen nicht. 

Dem durch (35) gegebenen Spannungszustand ist ein weiterer Spannungszustand 
so zu tiberlagern, daB die Randbedingungen 


C= 003 Fe = 9, Fs=9, | (36) 
C=O; .%=—P;, %8=0 j 
erfiillt werden. 
Die Funktion 
E ; 
y= Eye +B,Ing +(—* + By o*) sind (37) 
erfiillt die Bipotentialgleichung der Airyschen Spannungsfunktion 
AAy = 0 (38) 
und fiihrt auf die Spannungen 
2 1 @ 1 @ E, E Pike. 
Z E er: hae: 
056 = 2 Ey a a (2 oe ; 6 KH, 0} sin 0; (39) 
= 2H 
Gea = | i — 2B, 0) cos 3; 
Tis == wla.o + 650): 


Uberlagert man die durch (35) und (39) gegebenen Spannungen, so lassen sich die 
Randbedingungen (36) befriedigen. Es ergibt sich 


2 In Qo? — 9,7 In @,* . 


BE, = P,—%—~ +, (Ay +2 A,) +G, Ay” 
eae 2 z Qo? — 0;? 0 0 1 0 0 Qo? — 0; ? 
Qo” i” eo \*). 40 
B, = — =$-*,|P; + @ Ain (2) |; (40) 
E, = =D, Gt 8. By =G,(2D + Diz). 
ft . 1 0 Oo? — 0,” ’ ee 0 0 1 Go" ar 0;" 


Die Spannungen in Achsrichtung werden, wenn noch eine konstante Axialspannung o,, 
tiberlagert wird, 


ne = q ‘i = 
tft (Ba, 28) — 26 aa BT +6. (41) 


Die noch unbekannte Axialspannung Bei bestimmt sich aus der Gleichgewichts- 
bedingung in Achsrichtung 


Tle Qo ae 
C = — 1 = 
no? P; = 4| \|u (GPa 2 6; ays BT) odgdd + x(o¢— et) ou. (42) 
0 Q; 


Das Eigengewicht der Rohre ruft noch eine zusiatzliche Axialspannung hervor. 
Es ist mit y,, dem spezifischen Gewicht des Rohrmaterials 


o..* = xy (ly — I). (43) 
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In (43) wurde angenommen, da®B die Rohre an der Stelle / = 0 aufgehingt sind und 
daB die gesamte Linge eines Stranges [, sei: 
Die im Rohr wirkenden Spannungen sind 


Coo = Caauoen: 098 = 956 + O60; | 
O11 =O Jee. +64, + o..*5 (44) 
096 = Gos 4 Cis: | 


Es ist zu beachten, daB die durch (44) gegebenen Spannungen sich als Funktion von / 
ergeben, da sich die in 6,* eingehende Temperaturdifferenz 7g — Tp mit | andert. 
Aus (27) ergibt sich 
—A f(Q0; 04) 
Ta e— Tp = (Te — me ener. 


(45) 


V. Zahlenbeispiel 
Es werden folgende Daten gewahlt: 


Temperatur der Heizgase 7’, = 600° C, 
Geschwindigkeit der Heizgase vy = 8 m/sec, 
AuBendurchmesser des Rohres 2 0, = 127 mm, 
Innendurchmesser des Rohres 2 0 = 85 mm, 
Abmessungen des Kanals b = 355 mm, 
Abstand der Rohre a = 400 mm, 
Rohrlange J) = 15-1 m, 
Rohrmaterial G's29° ¢ = 6°54 - 10° kg/cm?, 
Warmeleitzahl 2 = 18 keal/m h°C, 
Warmeiibergangszahl, innen «; = 250 kcal/m?h °C, 
Warmeiibergangszahl, auBen o = %) + 4, (v ), 

&» = 200 keal/m? h °C, 

= sap Keal/m’ aC 
Innendruck p; = 300atii | 
— = p= 03: 


oe 


Die sich nach Ziffer II ergebenden Stromlinien sind in Abb. 3 im MaB8stab 1:5 
dargestellt. Die durch die Geschwindigkeitsverteilung an der Rohrau8enwand bedingte 


~ \% 
09511 516 $20 574526 


Abb. 3. Stromlinien im Kanal (Potentialstrémung) Abb. 4. Temperaturfeld mit Linien 
T = konst. 
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Temperaturverteilung in der Rohrwandung wurde bestimmt und ist in Abb. 4 fiir 


abhingigen Bestandteil 


Abb. 5. Spannungen im Rohr 
(rotationssymmetrisch) 


20 


70 


Ogg 10 kg/cm? 


Abb. 7. Anteil der Tangentialspannungen durch 
nicht rotationssymmetrisches Temperaturfeld 


Spannungen sind durch Abb. 5 gegeben. 
Durch die ungleichférmige Temperatur- 
verteilung werden Schubspannungen her- 
vorgerufen, die in Abb, 6 dargestellt sind. 


aufgespalten. 
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1 
des Rohres gegeben. Die Spannungen in der Rohrwand lassen sich nach Ziffer IV 
bestimmen. Sie werden in einen rotationssymmetrischen und einen von dem Winkel 6 


bekannten 


Die rotationssymmetrischen 


Abb. 6. Schubspannung durch nicht rotations- 
symmetrische Temperaturverteilung 


Opp 1 kg/cm? 


Abb. 8. Radialspannungen durch nicht rotations - 
symmetrische Temperaturverteilung 


Gy tn kg fom? 


Abb. 9. Axialspannung durch nicht rotations- 
symmetrische Temperaturverteilung im Rohr 
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Die Anderung der Tangentialspannungen ist in Abb. 7 und die Anderung der Radial- 
spannungen in Abb. 8 gegeben. Aus Abb. 6, 7 und 8 ergibt sich, dai fiir einen ebenen 


1 c 
Spannungszustand o,,= > (Gee +690) die 


im Rohr auftretenden Spannungen in guter 
Anniherung durch Abb. 5 wiedergegeben 
werden. 

Bemerkenswert ist die Anderung der 
Axialspannung, die durch Abb. 9 gegeben 
ist. Es zeigt sich, da8 durch die ungleich- 
miBige Beheizung eines Rohres Axial- 
spannungen hervorgerufen werden, die 
nicht mehr vernachlassigt werden diirfen. 
Abb. 10 gibt die gesamten im Rohr wir- 
kenden Axialspannungen. Die Anstren- 
gung nach R. v. Mises 


1 
ou = ye [(oge.=e0)Fask 


(GsaP = st (Os, Gay | 

wurde noch bestimmt. Sie ist in Abb. 11 
als Funktion des Radius mit dem Winkel 
als Parameter aufgetragen. Abb. 12 gibt 
noch die Anderung der Misesschen An- 
strengung gegentiber dem _ rotations- 
symmetrischen Belastungsfall. 

Zusammenfassend kann aus dem Zah- 
lenbeispiel geschlossen werden, daB bei 
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On (ed) Beanspruchung bel Bericksichtiguag 
aes wirklichen Temperaturreldes. 
Oy (p) Beanspruchung des rorar. symm. 
Belestungstals. 


Abb. 12. Beanspruchung nach R. v. Mises, 
Abb. 11. Beanspruchung nach R. v. Mises. die durch das nicht rotationssymmetrische 
p; = 300 ati Temperaturfeld hervorgerufen wird : 


hochbeanspruchten Rohren die Axialspannung und ihre durch eine ungleichmaBige 
Beheizung bedingte Winkelabhingigkeit unbedingt zu beriicksichtigen ist. 


(Eingegangen am 5. Juni 1956) 
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Uber den Kraftangriff des stationiiren elektromagnetischen Feldes 
an der Materie : 


Von Dr. H. Hofmann, Wien 
Mit 2 Textabbildungen 
Mitteilung aus dem Institut fiir Einfiihrung in die Stark- und Schwachstromtechnik 


Zusammenfassung: Die Kraftansiitze der Maxwellschen Theorie und der Elektronentheorie 
werden diskutiert und die prinzipiellen Unterschiede beider aufgezeigt. Es werden dem Lorentz- 
Ansatz entsprechende Volumskriifte fiir kontinuierliche Materie entwickelt, mit Hilfe derer sich 
die Identit&ét der Resultate der beiden Theorien fiir die bewegende (ponderomotorische) Kraft 
nachweisen la8t. Insbesondere wird damit das in Arbeiten von Sommerfeld -Bopp und Déring 
behandelte Problem des von einem Fremdfeld beeinflu8ten permanenten Magneten in einer 
permeablen Fliissigkeit in Ubereinstimmung mit dem von Déring erhaltenen Ergebnis geklart. 


I. Die Maxwellschen ponderomotorischen Krifte 


Die Maxwellschen ponderomotorischen Krifte des elektromagnetischen Feldes 
werden aus dem Energieprinzip gewonnen. Sie stellen demgem48 einen Ausdruck dar, 
der die bewegende (wiagbare, ponderomotorische) Kraft liefert, die bei Anwesenheit 
des Feldes auf das betreffende Materievolumen ingesamt einwirkt. 

Die modernere Art der Ableitung der Maxwellschen Krifte verwendet den Impuls- 
satz der Elektrodynamik. Unter der Voraussetzung seiner Giiltigkeit erhailt man 
ponderomotorische Volumskrifte fiir das allgemeine, nichtstationire Feld und be- 
liebigen Zusammenhang zwischen D und ©, bzw. 8 und §: 
ly Fo 
—< [DBP (1) 


C9 


fpona = div 7 — 
mit dem Maxwelltensor 
T=ED—F(DOT+HB—F(BH)I (2) 
ED, H B...diadisches Produkt, 
(D ©), (BH) ...skalares Produkt, 
I ...Einheitstensor. 
Fiir den Spezialfall des stationéren Feldes ergibt sich aus Gl. (1) 
fae ae (3) 


(T. .. transponierter Tensor zu 7). Ausdruck Gl. (1) oder Gl. (3) geht fiir den Fall iso- 
troper Materie (¢ und w skalar) in den bekannten Ausdruck 


fona = Ova “E— = (GPV ee — 5 (SPV w+ > [9B] (4) 


iiber, der mit dem aus statischen Betrachtungen heraus gewonnenen, wie er meist in 
der alteren Literatur (s.2, S. 143) unter Annahme einer virtuellen Verschiebung abgeleitet 
wird, iibereinstimmt. 

Die sicher elegantere und allgemeiner giiltige Form der Ableitung mit Hilte des 
Impulssatzes hat gegeniiber der letzteren einen Nachteil: Man vermag durch die rein 
formale Herleitung die Grenzen beziehungsweise gewisse Vorbedingungen fiir die An- 
wendbarkeit der Maxwellschen ponderomotorischen Krifte nicht zu erkennen; Vor- 


1 Bei den Gleichungen finden die symbolische Schreibweise der Tensoren (Vektoren) und 


das Lorentzsche MaBsystem Anwendung. ae 
2 Abraham-Foéppl: Theorie der Elektrizitét, I. Bd., 7. Aufl. Leipzig-Berlin: Teubner. 


1923. 
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bedingungen, die aber bei der Methode der virtuellen Verschiebung stets ausdriicklich 
zur Voraussetzung gemacht wurden: Es mu8 die virtuelle Verschiebung des betrach- 
teten Kérpers unabhingig von der tibrigen im Raume vorhandenen Materie moglich 
sein. Verschieben sich aber mit dem zunichst ins Auge gefaBten Koérper (Materie- 
volumen) zwangslaufig noch andere mit, so mu8 das Volumen bei der Integration der 
ponderomotorischen Volumskrifte so gewahlt werden, daB alle bei der virtuellen Ver- 
schiebung zwangslaiufig mitverschobene Materie miterfaBt wird. Aus der Ableitung 
mit Hilfe des Impulssatzes 1aBt sich diese sehr wesentliche Vorbedingung nicht un- 
mittelbar folgern und es wird bei der praktischen Anwendung der Maxwellschen 
Krafte auf sie nicht immer das nétige Gewicht gelegt. In vielen Fallen fiihrt dies 
dann zu einer falschen Anwendung der Maxwellschen Krafte und das hat natiirlich 
,eigentiimliche Schwierigkeiten‘‘ zur Folge (s.°, § 41, letzter Absatz). 

Die Regel, da8 bei einem Sprung der Materialkonstanten an der gewahlten Bereichs- 
grenze die Sprungflaiche (oder wenn man sich diese durch eine sehr diinne Ubergangs- 
schicht mit steilem, aber kontinuierlichen Ubergang der Materialwerte ersetzt denkt, 
die gesamte Ubergangsschicht) stets zum betrachteten, der Krafteinwirkung unter- 
liegenden Materiebereich zahlt, traigt bereits der erwahnten Voraussetzung Rechnung, 
da sich die Sprungflache bei einer virtuellen Verschiebung selbst zur Ganze mitver- 
schiebt. 

II. Die physikalische Bedeutung ponderomotorischer Krafte 


Die physikalische Bedeutung der Maxwellschen ponderomotorischen Volumskrafte 
und ihr Unterschied zu den spater aus der Elektronentheorie zu gewinnenden Aus- 
driicken sei an einem analogen, jedoch wesentlich gelaufigeren Beispiel aus der 
Mechanik erlautert: 

Befindet sich ein Korper von der Dichte m im Schwerefeld g, so tibt das Feld auf 
jedes seiner Volumselemente direkt eine Kraft 

dy = mgdVv (5) 
aus. Hs ist also 
ares (6) 
die Kraftdichte oder Volumskraft, mit der das Feld auf den betreffenden Korper 
direkt einwirkt. Die Gesamtkraft 


i= |fahi=| mgae (7) 


(sozusagen das ,,eigentliche“‘ Gewicht des Korpers) ist jedoch nur dann identisch mit 
der wagbaren, ponderomotorischen Kraft, die wegen der Anwesenheit des Schwere- 
feldes auf den K6rper einwirkt, wenn sich dieser im Vakuum befindet. Befindet er 
sich etwa in einer Flissigkeit, so werden wegen des hydrostatischen Druckes p, der in 
dem umgebenden Medium herrscht und der ebenfalls durch das Schwerefeld hervor- 
gerufen wurde, zusatzliche Krafte auf die Oberfliche des Kérpers einwirken. Die 
auf die Oberflache einwirkende Gesamtkraft $$ nennt man den Auftrieb: 


B= bp(—n)dd=— Opal = Opa. (8) 
A A A 


(n... Kinheitsvektor der aéuBeren Flachennormalen der Hiillfliche A des Kérpers). 
Somit ergibt sich aus Gl. (7) und (8) eine wegen der Anwesenheit des Schwerefeldes 
insgesamt auf den Korper einwirkende bewegende (wigbare, ponderomotorische) Kraft 


Sona = F + B= | FAV + Opa. (9) 
V A 


® Becker: Theorie der Elektrizitét, I. Bd. Leipzig: Teubner. 1951 (1933). 
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Nun 1a8t sich der Auftrieb % bekanntlich auch durch das Gewicht met verdrangten 
Flissigkeitsmenge ausdriicken, unter Beriicksichtigung seiner Richtung erhalt man 
dann an Stelle der Form Gl. (8) 


DG = — | marg dV (10) 
: v 
(mp... Dichte der verdriingten Fliissigkeit). 
Da dieses Integral wieder iiber den Raum zu erstrecken ist, der von dem betrachteten 


K6rper eingenommen wird, kann die ponderomotorische Gesamtkraft nach Gl. (7) 
und (10) auch in der Form 


Spona = & + P= | (m— mm) 9 dV = | fpona dV (11) 
7 
angegeben werden, wobei ‘ 
fpona = (Mm — myn) ° qj (12) 
gesetzt wurde. ; 
Die ponderomotorische Kraft liBt sich statt durch Gl. (9) entsprechend GI. (11) auch 
direkt durch Integration einer (formalen!) Kraftdichte Gl. (12) iiber das Volumen des 
Ko6rpers allein berechnen, ohne da’ noch Kriifte des angrenzenden Mediums beriick- 
sichtigt werden miissen. Ihre Wirkung ist ja bereits in dieser ponderomotorischen 
Kraftdichte mitenthalten. Wesentlich ist fiir ee ponderomotorische Kraftdichte, daB 
stets vom Integralausdruck [hier von Gl. (11) auf Gl. (12)] zuriickgeschlossen wird, also 
ebenso jeder beliebige andere Ausdruck, der bei Integration dasselbe Resultat liefert, 
verwendet werden diirfte. Mathematisch kann wohl zur Definition der Kraftdichte 
Gl. (12) aus Gl. (11) der formale Grenziibergang 
: . Spona 
Tpond aan V 


—>0 


(13) 


durchgefiihrt werden, physikalisch hat dieser aber keine Bedeutung mehr, da, wie 
bekannt, die bewegende Gesamtkraft nicht durch Angriff einer Kraft fpona: dV 
auf jedes Volumselement des Korpers, sondern vielmehr gemaf Gl. (9) durch Angriff 
einer Kraft {dV auf die einzelnen Volumselemente und zusatzlich einer Kraft p dA 
auf jedes Oberflichenelement des Korpers zustande kommt. 

Da8 man auch im elektromagnetischen Feld ponderomotorische Volumskrafte 
erhalt, riihrt lediglich davon her, daB man einerseits die bei der virtuellen Verschiebung 
umgesetzte Feldenergie — dW in ein Volumsintegral tiber den betreffenden Korper 
umzuwandeln vermag; anderseits, daB man fiir die bei der virtuellen Verschiebung 
Arbeit leistenden ponderomotorischen Krafte ausschlieBlich iiber das Volumen des 
betreffenden Kérpers zu integrierende Volumskrafte ansetzt (was physikalisch gesehen 
ja gar nicht richtig ist), also 


— dW = \ (div T 63) dV = \ (fpona 63) dV, (14) 
4 4 

was eben auf GI. (3) fiihrt. Der Ausdruck fponq kann daher nur als formale Kraftdichte 
gedeutet werden, die mit dem Energieprinzip vertraglich ist. Sie liefert, wie gesagt, 
durch Integration tiber das Volumen des Korpers allein bereits die bewegende Gesamt- 
kraft. 

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB man zwischen zwei Kraftdichten 
wohl unterscheiden mu, die eine vollkommen verschiedene Bedeutung besitzen und 
dementsprechend auch verschieden angewendet werden miissen: 

a) Die direkte Kraftdichte f des betreffenden Feldes ist durch das Produkt Menge x 
x Feldstirke — im Schwerefeld also durch Dichte x Schwerebeschleunigung — definiert 
und driickt den direkten Kraftangriff des Feldes an der betreffenden Menge (hier der 
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_ Masse) aus. Wenn sich ein Korper nicht im Vakuum befindet, liefert die Integration 
von f iiber das Volumen dieses Kérpers allein keinesfalls die bewegende Kraft, da 
ja noch zusiitzliche Krafte durch das umgebende Medium, die ebenfalls durch die An- 
wesenheit des Feldes verursacht werden, an dessen Oberfliche angreifen. 

b) Die ponderomotorische Kraftdichte fpona stellt einen mit dem Energieprinzip 
vertriglichen Rechenausdruck dar, der, tiber das Volumen des bewegbaren Korpers 
integriert, allein bereits die richtige ponderomotorische Kraft liefert. Physikalisch ist 
diese Kraftdichte im allgemeinen nicht niher deutbar, da sie sowohl die vom Feld 
direkt im Volumen des Korpers als auch indirekt iiber seine Oberflaiche durch das 
angrenzende Medium angreifenden Kréafte in sich vereinigt. 

Die in den folgenden Abschnitten aus dem Ansatz der Lorentzschen Elektronen- 
theorie 


=e-e+>[0¥,6] | | ite) 


zu gewinnenden Ausdriicke fiir die Kraftdichte des Feldes auf kontinuierliche Materie 
entsprechen der Kraftdichte nach a, sie gehen auf Produkte aus Menge und Feldstarke 
zurtick!! 

Die Maxwellschen Volumskrafte hingegen sind ponderomotorische Volumskrafte 
nach Art b, sie erfassen simtliche wegen der Anwesenheit des elektromagnetischen 
Feldes ausgetibten Krafteinwirkungen und liefern durch Integration tiber das Volumen 
des betrachteten Kérpers — Anwendbarkeit auf das betreffende Volumen voraus- 
gesetzt — direkt die bewegende Kraft. Eine physikalisch richtige Lokalisation der 
Feldkrafte kénnen sie im Sinne der Elektronentheorie oder iiberhaupt im Sinne einer 
molekularen Theorie der Materie natiirlich nicht liefern (s. 4, Ende v. Ziffer 43). Es ist 
daher einleuchtend, da man im allgemeinen Fall, wenn sich ein K6rper nicht im 
Vakuum befindet, durch Integration einer aus der Elektronentheorie entwickelten 
Kraftdichte tiber das Volumen des KGrpers allein noch nicht die bewegende Kraft 
erhalten kann, wie dies etwa in einer Arbeit von Sommerfeld und Bopp?’ durch 
Anwendung der von Kneissler® fiir das stationire Magnetfeld angegebenen Kraft- 
dichte versucht wurde. Man berechnet ja nur die direkte Kraft des elektromagnetischen 
Feldes auf die Summe aller im betrachteten Bereich befindlichen Elektronen. Zu 
dieser kommt dann noch die durch die umgebende Materie wegen der Anwesenheit des 
elektromagnetischen Feldes auf den K6rper ausgeiibte mechanische Kraft. Beriick- 
sichtigt man diese, so muf dasselbe Resultat wie durch direkte Integration der Max- 
wellschen Kriafte erhalten werden, da letztere aus dem Energieprinzip gewonnen 
wurden, dessen Giltigkeit keinesfalls angezweifelt werden kann. 

Befindet sich der Kérper im Vakuum, so muf die Integration der Kraftdichte f 
direkt dasselbe Resultat liefern wie die Integration von fpona, obwohl die beiden Kraft- 
dichten u. U. eine andere Form besitzen, da Kriafte angrenzender Medien nicht auf- 
treten. 


III. ,.Mathematische“ und ,,physikalische* Bereichsabgrenzung der Materie 


Kine wesentliche Bedeutung fiir die Berechnung der direkten Kraft | eines Feldes 
auf einen Bereich polarisierbarer Materie wird die Art besitzen, wie die Grenzfliche 
dieses Bereiches in der Materie verliuft. Prinzipiell kann man zwischen zwei Méglich- 


4 Zerner: Die Maxwell-Hertzsche Theorie, in Geiger-Scheel: Handbuch der Physik, Bd. XII, 
EHlektrostatik, Kap. 1. : 

° Sommerfeld-Bopp: Zum Problem der Maxwellschen Spannungen. Ann. Physik 8, 
H. 1/2 (1950). 

° Kneissler: Die Maxwellsche Theorie in verinderter Formulierung. Wien: Springer- 
Verlag. 1949. 
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keiten unterscheiden, die die ,,mathematische und dice » physikalische** Bereichs- 
abgrenzung genannt werden. Eine eingehendere Untersuchung dieser beiden Be- 
grenzungsarten siehe ’, hier soll nur das zum weiteren Verstiindnis Notige angefiihrt 
werden: 

Legt man durch Materie, die sich makroskopisch gesehen als kontinuierlich erweist, 
eine Flache in der Weise, da im Mikrobereich keine Riicksicht auf die Zugehorigkeit 
der einzelnen elementaren Polarisationsladungen bzw. Elementarstromteile zu den 
Molekiilen genommen wird — die Flaiche kann also durch Molekiile hindurchgehen 
und die einzelnen Polarisationsladungen bzw. Elementarstromteile verschiedenen 
Bereichen zuordnen —, so soll diese Fliche eine ,,mathematische“ Begrenzungsfliche 
genannt werden. Bei der Mittelwertsbildung der Gleichungen der Elektronentheorie 
beispielsweise sind die Volumselemente ,,mathematisch‘‘ zu begrenzen, nur dann wird 
der Mittelwert der Ladungsdichte der makroskopisch in Erscheinung tretenden freien 
Ladungsdichte (Summe aus der wahren und der Polarisationsladungsdichte) gleich. 
Bei Anwendung von Feldgleichungen ist stets ,,.mathematische‘‘ Bereichsabgrenzung 
vorauszusetzen, da nur die makroskopisch in Erscheinung tretenden Grofen erfakt 
werden diirfen. 


Soll die gewiihlte Bereichsgrenze im cl Sis hes a 
Mikrobereich so verlaufen, da8B stets nur bi ne: z 
ganze Molekiile, also nur ganze mole- = he a5 z 
kulare Dipole, erfaBt werden, so be- % 
deutet dies, daB zu beiden Seiten einer Age SRS. : 
solchen Bereichsgrenze, die ,,physikali- Si eer Betsey 
sche“ Grenzflache genannt wird, gleich a 
groBe  Polarisations-Flichenladungen Abbot 
der Dichte 
op = (Bn) (16) 
bzw. flaichenhafte Elementarstréme der Dichte 
gs) — le, Mn] (17) 


zu liegen kommen. Die ,,physikalische*‘ Bereichsgrenze schlaingelt sich also im Mikro- 
bereich zwischen den einzelnen Molekiilen hindurch! Da die zu beiden Seiten der 
, physikalischen‘‘ Bereichsgrenze liegenden Polarisations-Flachenladungen bzw. flachen- 
haften Stréme gleich groB sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, heben sie 
sich gegenseitig auf und treten makroskopisch nicht in Erscheinung, sie sind ,,mathe- 
matisch‘‘ nicht zu erfassen, ,,physikalisch‘‘ gesehen zahlen sie aber zu verschiedenen 
Materiebereichen : 

Will man von den Formeln der ,,mathematischen‘‘ zu denen der ,,physikalischen“‘ 
Bereichsabgrenzung iibergehen, so mu man zu den im Inneren des Volumens auf- 
tretenden raumlichen Ladungs- und Stromdichten — die ,,mathematische“ Ab- 
grenzung erfaBt sie allein — die an der Bereichsgrenze makroskopisch nur latent vor- 
handenen flaichenhaften Ladungs- und Stromdichten Gl. (16) und (17) zusatzlich 
beriicksichtigen. 

Bei einer Grenzflache, die vollkommen im Vakuum verlauft, eriibrigt sich natiirlich 
eine Unterscheidung zwischen den beiden Begrenzungsarten. 


IV. Die direkte Kraftdichte { im statischen elektrischen Feld 
Im Rahmen einer Theorie der Makrofelder, oder was dasselbe bedeutet, im Rahmen 
einer Theorie ideal kontinuierlicher, bis zum unendlich kleinen Volumselement polari- 


7 Hofmann: Zur Frage der Bereichsabgrenzung elektrisch und magnetisch polarisierter 
Materie. Elektrotechnik u. Maschinenbau, 73. Jg. (1956), H. 10. 
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sierbarer, Materie erhailt man entsprechend den beiden Begrenzungsarten zwei ver- 
schiedene im folgenden abzuleitende Ausdriicke fiir die direkte Kraftdichte f. 


1. Bei ,,mathematischer“ Bereichsabgrenzung ergibt sich als direkte Kraft- 
dichte der von Kneissler in * angegebene Ausdruck, da nur die auf die makro- 
skopisch in Erscheinung tretende raumliche Dichte der wahren Ladungen (0) und 
der Polarisationsladungen (op) einwirkende Kraftdichte anzusetzen ist: 


f= (ava + ep)" E= e' E= EdivE= EV ©). (18) 
(o’... Dichte der ,,freien‘‘ Ladungen). Formt man Gl. (18) in 
f=€EVE)=V,EE)— (EV) (19) 
um und beriicksichtigt wegen der im statischen Feld giiltigen Beziehung 
rot © = [V C}'= 0} (20) 
daB auch 
(EV) E=>V G (21) 
gilt, so erhalt man schlieBlich mit 
(VI)=V (22) 
aus Gl. (19) 
f=(P,€€ —5©@"1) = (7 Te) = div Tr, (23) 
wobei 
Tm) = EE — FZ: CPL = Toy (24) 
gesetzt wurde. (Index m... ,,mathematische‘‘ Bereichsabgrenzung.) 


Die Kraftdichte bei ,,mathematischer“ Bereichsabgrenzung li8t sich also, ebenso 
wie die Maxwellsche ponderomotorische Kraftdichte, als Divergenz eines (hier sym- 
metrischen) Tensors darstellen. Dieser Tensor wurde ebenfalls von Kneissler® an- 
gegeben. Der Ausdruck Gl. (18) oder (23) bedeutet gemaB seer Ableitung die Kraft- 
dichte, mit der das elektrische Makrofeld an der in ,, mathematisch‘‘ begrenzten Volums- 
elementen befindlichen elektrischen Gesamtladung direkt angreift. Er hat demgemaB 
eine ganz andere Bedeutung als die formale, ponderomotorische Kraftdichte nach 
Maxwell, worauf im Abschnitt 2 eingehendst hingewiesen wurde. Wegen der speziellen 
im Abschnitt 3 besprochenen Eigenheiten der ,,mathematischen“ Bereichsabgrenzung 
14Bt sich aus der Kraftdichte Gl. (18) bzw. (23) auch prinzipiell nicht die Kraft auf 
eine Summe ganzer Materieteilchen berechnen! Die Gesamtkraft, mit der das elektro- 
statische Feld direkt auf einen ,,mathematisch“ begrenzten Bereich einwirkt, lautet 
nach Gl. (18) oder (23) 

(el) 


% =| (ew + ep) CAV = | o' EaV = | div Ty dV. (25) 
4 Vv 4 

2.Im Falle ,,physikalischer“ Bereichsabgrenzung bleibt die Kraftdichte 
beziiglich der raumlich verteilten wahren Ladungsdichte 


1 = ewa’ & (26) 
ungeiindert, da an der Art der Erfassung der riiumlich verteilten wahren Ladungen 
keine Anderung eintritt. Die Kraftdichte beziiglich der Polarisationsladungen eines 


»physikalisch® begrenzten Bereiches hingegen unterscheidet sich wegen der anderen 
Form der Zuteilung der Polarisationsladungen zu den jeweiligen Bereichen, z. B. den 


8 Siehe FuBnote 6, 8. 396. 
® Siehe FuBnote 6, S. 396. 
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Volumselementen, von dem analogen Ausdruck fiir ,,mathematische‘‘ Bereichsab- 
grenzung. 


Da ,,physikalisch‘‘ begrenzte Volumselemente in sich polarisiert sind — sie ent- 


halten ja ausschlieBlich ganze polarisierte Materieteilchen — gelangt man am ein- 
fachsten von der Kraft auf einen einzelnen elementaren Dipol 
Oi = (p; grad) G, (27) 
- pz... el. Moment eines elementaren Dipols, ausgehend durch Summierung iiber alle 
Dipole eines Volumselementes auf die Kraftdichte des Makrofeldes 
f = (B grad) © = (PP). (28) 


Man ist so sicher, da ausschlieBlich ganze Dipole, also ganze Molekiile, erfaSt werden. 


Die Kraftdichte Gl. (28) findet sich ebenfalls hiufig in der Literatur, so z. B. bei 
Madelung (s1°, 8. 395), doch ist bislang weder eine nihere Anweisung iiber die prak- 
tische Anwendung dieser Formel zu finden, noch ein Hinweis darauf, da& der Unter- 
schied zum Ausdruck Gl. (18) in der verschiedenen Art der Begrenzung der einzelnen 
Volumselemente dV und somit auch des Integrationsbereiches V im Mikrobereich zu 
suchen ist. 

Die Kraftdichte im elektrostatischen Feld bei ,,physikalischer‘‘ Begrenzung der 
Bereiche wird nach Gl. (26) und (28) 


f = Qwa’ € + (P grad) E = Ediv D + (P grad) E= EVD) +(PV)E. (29) 


Ks 1a8t sich zeigen, daB auch dieser Ausdruck wieder als Divergenz eines Tensors 
darstellbar ist: Aus Gl. (29) erhalt man 


f=C€VD)+(D9—-—ECV)E=(V,DE)— (EV) E (30) 
und wegen Gl. (21) und (22) weiterhin 
=(V7,DE— > (©) =(V 7p) = div Tn, (31) 
mit 
Ton = ED — 5 (GI =ED— F (DG) + F (PO). - (32) 
(Index ph ... ,,physikalische‘‘ Bereichsabgrenzung.) 


Die ersten beiden Glieder des Tensors TS fiir ,,physikalische‘ Bereichsabgrenzung 
in der zweiten Darstellungsform von Gl. (32) sind identisch mit dem klassischen Max- 
welltensor des elektrischen Feldes 


T? — ED — + (DO)I. (33) 


Als Gesamtkraft, mit der das elektrostatische Feld auf einen ,,physikalisch“ be- 
grenzten Bereich direkt einwirkt, erhalt man nach Gl. (29) baw. (31) 


% = | {ow € + (P grad) G} dV = | div 7 av. (34) 
V 


Vv 


3. Ubergang von der ,mathematischen“ zur ,,physikalischen™ Be- 
reichsabgrenzung. Es wurde bereits im Abschnitt III erwaihnt, da® ein direkter 
Ubergang von den Formeln der ,,mathematischen“ zu denen der ,,physikalischen™ 
Bereichsabgrenzung méglich ist, und zwar durch zusatzliche Beriicksichtigung der an 
der Bereichsgrenze latent vorhandenen Polarisationsflachenladungen zu den von der 
,mathematischen‘‘ Abgrenzung allein erfafSten riumlich verteilten Ladungen des 


10 Madelung: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin-Go6ttingen-Heidelberg: 


Springer-Verlag. 1953. 
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Bereichsinneren. Man gelangt auf solche Weise zu einer zweiten Art der Ableitung 
des Ausdruckes fiir die Kraft auf einen ,,physikalisch“ abgegrenzten Bereich: 

Die Kraft auf die im Bereichsinneren vorhandenen raumlich verteilten ,,wahren“ 
und Polarisationsladungen lautet entsprechend der Beziehung Gl. (25) fiir ,,mathe- 
matische‘‘ Bereichsabgrenzung 


% = | (ova + or) EV = | div 1 AV. (35) 
Vv 


Va 


Summiert man zu diesem Ausdruck die Kraft auf die in der Bereichsgrenzflache A 
liegenden, ,,physikalisch“’ noch zum betrachteten Bereich z&éhlenden Polarisations- 
ladungen der Dichte Gl. (16), so erhalt man 


% =| (owe + or) CdV + hop Edd = |div 7 dV +O(Pu) Edd. (36) 

4 A 4 A 
Wegen Gl. (24) und nach Umformung des zweiten Summanden in Gl. (36) ergibt sich 
weiterhin , 


$= ((V.CE—FOT)av +$ € (Paw =| (V,EC— > GPT) aV + OCB, a. 
Vv A V A 


(37) 


Der letzte Summand 148t sich mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes umwandeln, 
es folgt dann 
1 


3. = \(V.€€—5 Grav + | V,EB) dV = 
V 


Vv 
as \(V.€6—5 (GPL + BE) dV = 
Vv 
: 1 ; = (el) eas (el) f 
| (7, DE—F (GZ) dV =\(V 7p) aV = | div Ton aV. (38) 
V V 
Die Gesamtkraft auf einen ,,physikalisch‘‘ begrenzten Bereich fiihrt also auch auf 
diesem Weg auf das bereits in Gl. (34) erhaltene Resultat. Es empfiehlt sich, an Hand 
der ersten Ausdriicke in Gl. (34) und (36) nochmals den physikalischen Sachverhalt der 
beiden Wege zu studieren. Im ersten Fall wird auBer der Kraft auf die riumlich ver- 
teilten ,,wahren‘‘ Ladungen — diese Kraft ist in beiden Fallen in gleicher Weise an- 
zusetzen — die Kraft auf die im ,,physikalisch‘‘ begrenzten Bereich vorhandenen 
Polarisationsladungen durch Summierung tiber alle einzelnen kontinuierlich verteilten 
Dipole berechnet. Im zweiten Fall Gl. (36) beriicksichtigt man zunichst neben der 
réumlichen Dichte der ,,wahren“ Ladungen die im Inneren des Bereiches in Erscheinung 
tretende raumliche Dichte der Polarisationsladungen und dann zur Ergiinzung auf eine 
Summe ganzer Dipole bzw. ganzer Materieteilchen die an der Bereichsgrenze latent 
vorhandene Polarisationsflichenladungsdichte Gl. (16). 
Beide Arten der Aufsummierung fiihren natiirlich zum selben Resultat, wie auch 
der analoge Rechengang bei der Potentialberechnung in ™ (Abschnitt Il) gezeigt hat. 


V. Das Verhalten der Materie im magnetischen Feld 


Um zum Ausdruck fiir die direkte Kraftdichte im stationiren Magnetfeld gelangen 
zu kénnen, mu zunichst klargestellt werden, daf tiber das Wesen des von der Materie 
hervorgerufenen Magnetismus zweierlei Anschauungen bestehen, die, solange eine 
kontinuumstheoretische Behandlung zulissig ist, beide mit der Erfahrung in Einklang 
stehen, also beide zu denselben meBbaren Resultaten fiihren. Die eine, altere Vor- 


1 Siehe FuBnote 7, 8. 397. 
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stellung verwendet den Begriff der magnetischen Mengen und soll demnach ,,Theorie 
der magnetischen Mengen“ genannt werden. Die neuere, auf Ampere zuriickgehende 
und von H. A. Lorentz im Rahmen seiner Elektronentheorie ausgebaute ,,Theorie 
der Elementarstréme“ stellt eine zweite Méglichkeit der Deutung des Magnetismus 
der Materie dar. 

In beiden Theorien wird verschiedenen Gré8en physikalische Realitit zugeschrieben, 
es werden demnach die Ansatze beider Theorien fiir die direkt an der Materie angrei- 
fende Kraftdichte des magnetischen Feldes, die wieder Produkte einer Mengendichte 
und einer Feldstarke sein miissen, verschiedene Gestalt besitzen. (Trotzdem fihrt 
dies zu keinem Widerspruch, da beide Formen dieselbe meBbare, bewegende Kraft 
liefern, die im tibrigen mit der Maxwellschen iibereinstimmt, was spater gezeigt werden 
soll.) 

Nach der heute allgemein anerkannten Form der ,,Theorie der ma gnetischen 
Mengen’“, die ein Analogen zur Vorstellung der elektrischen Polarisation der Materie 
bildet, gibt es keine ,,wahren‘* magnetischen Mengen, die freien Magnetmengen sind 
daher reine Polarisationsmengen (9'(”” = op) = o(m)), Der Feldvektor des von den 
magnetischen Mengen allein hervorgerufenen Magnetfeldes 5“) und der magnetische 
Polarisations- oder Magnetisierungsvektor 9 sind demnach in folgender Weise mit der 
Dichte der magnetischen Mengen verkniipft (Index MW... Mengen): 


div 6 = — div MM = om, (39) 
Das von den Magnetmengen allein erzeugte Feld §™ ist ein reines Quellenfeld, es gilt 
neben Gl. (39) 
rot HAD = 0. (40) 
Hingegen ist das von stationaéren Leitungsstromen erzeugte magnetische Teilfeld 5 
erfahrungsgemaB ein reines Wirbelfeld mit den Differentialgleichungen (Index L... 
Leitungsstréme): 
div Hh = 0, | (41) 


rot HH) = —— gq. (42) 
: Co 
Das stationire Gesamtfeld 5 + 5 besitzt demnach die folgenden Differential- 


gleichungen: 
div (G29 + §) = ow, (43) 


rot (G4 + §) = <9. (44) 


Dies sind aber die Differentialgleichungen, die auch fiir den Vektor § der Maxwell- 
theorie gelten, es wird also, da ein im ganzen unendlichen Raum konstanter Ditferenz- 
vektor keine physikalische Bedeutung hat, 


HD + HH = §. (45) 
Fiir das von magnetischen Mengen und stationiren Leitungsstromen hervorgerufene 
Magnetfeld § gelten dann entsprechend Gl. (43), (44) und (45) die Differential- 
gleichungen 

div A) = oman), (46) 


rot § = = Q. (47) 


Der Vektor § der Maxwelltheorie besitzt somit die Bedeutung der Feldstarke des 
Magnetfeldes im Rahmen der Theorie der magnetischen Mengen“, und zwar im ge- 
samten Raum, also nicht nur auBerhalb, sondern auch innerhalb der kontinuierlichen 
Materie! 


402 H. Hofmann: 


ZweckmaSigerweise fiihrt man wegen der aus Gl. (39) und (46) zu erhaltenden 
Beziehung 
div (§ + M) = 0 (48) 
eine neve GréBe 


F=H+tM (49) 


ein, der dann aber im Rahmen der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ lediglich die 
Bedeutung einer zur Rechnungserleichterung eingefiihrten GroBe zukommt. Fur sie 
gilt nach Gl. (48) und (49) 

div 8 = 0 (50) 
und nach Gl. (49) und (47) 


rot 8 = ~g + rot M. (51) 


Die ,,Theorie der Elementarstréme“ nimmt, wie ihr Name sagt, Elementar- 
strome als Ursache des von der Materie hervorgerufenen Magnetfeldes an. Dieses ist 
als ein von Strémen erzeugtes Magnetfeld ein reines Wirbelfeld und besitzt in Analogie 
zu dem von den Leitungsstr6émen hervorgerufenen Feld die folgenden Differential- 


gleichungen (Index H... Elementarstréme): 
dive S52) =0. (52) 
1 ; 
rot H# = ra as (53) 


(g). . .réumliche Dichte der Elementarstréme). Bei gleichzeitiger Anwesenheit von 
Leitungs- und Elementarstrémen resultiert ein Gesamtfeld, fiir das nach Gl. (41), 
(52) und (42), (53) nachstehende Differentialgleichungen gelten: 


div (65 + §) = 0, (54) 
rot (HM + H®) = x (g +. gq). (55) 


Zwischen der Dichte der Elementarstrome und dem Magnetisierungsvektor i besteht 
der bekannte Zusammenhang 


g™ = c,rot RM =— rot c, M, (56) 
so daf sich die Gl. (54) und (55) auch folgendermafen anschreiben lassen: 
div (S + §™) = 0, (57) 
rot (SD + §®) = +g +rot M. (58) 
‘0 


Diese Beziehungen sind aber identisch mit den fiir den Vektor 8 der Maxwelltheorie 
giiltigen Differentialgleichungen (50), (51). Es gilt also, da wieder von einem im 
ganzen unendlichen Raum konstanten Differenzvektor als physikalisch bedeutungslos 
abgesehen werden kann, die Identitat 


HM 4 HO 2B. (59) 
Nach der ,,Theorie der Elementarstréme“ ist also die Feldstirke des (von Leitungs- 
und Elementarstr6men erzeugten) Magnetfeldes im gesamten Raum, also auch 
innerhalb der Materie, der Vektor 8. Der Vektor § sinkt im Rahmen dieser Theorie 
zu einer reinen RechengréBe herab. 
Die vorangegangenen Erérterungen haben fiir das vorliegende Problem der Kraft- 
dichte im Magnetfeld folgende wichtige Ergebnisse gebracht: 
Nach der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ tritt neben der Leitungsstrom- 
dichte g die Dichte der magnetischen Mengen 0”), oder was dasselbe bedeutet die 
(negative) Quellenstirke des Vektors It, als Mengendichte und die GroBe § als Feld- 
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stirke des Magnetfeldes auf. Die Gréfe 8 hat im Rahmen dieser Theorie lediglich 
formalen Charakter. Die ,,Theorie der Elementarstréme“ (bzw. die Elektronentheorie) 
hingegen sieht neben der Leitungsstromdichte g in der Dichte der Elementarstrome gq). 
oder was dasselbe bedeutet, in der (mit cy multiplizierten) Wirbelstiirke des Vektors I, 
die Mengendichte und in der GréBe % die Feldstiirke des magnetischen Feldes. Hier 
hat wiederum die GréBe § rein formalen Charakter. 

Kine Kraftdichte, die die Mengengré8e der einen mit der FeldgréBe der anderen 
Theorie durch Produktbildung miteinander verkniipft, wie sie etwa mit Hilfe der 
folgenden Beziehung 

f — oman) - § = div Ay) » 8 (60) 


von Sommerfeld und Bopp angesetzt und wohl in Erkenntnis der Sachlage wieder 
aufgegeben wurde (man vgl. #, Gl. 2), scheidet nun nach Klarung der Verhiiltnisse als 
physikalisch sinnvolle Volumskraft des Magnetfeldes jedenfalls aus! 


VI. Die direkte Kraftdichte {| im stationiren Magnetfeld 


Im Magnetfeld erhalt man wegen der im Abschnitt V besprochenen Theorien und 
unter Beriicksichtigung jeweils beider Moglichkeiten der Bereichsabgrenzung ins- 
gesamt vier verschiedene Kraftdichten. 


1. Nach der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ und unter Voraus- 
setzung ,mathematischer“ Bereichsabgrenzung, wenn also ausschlieBlich 
die makroskopisch in Erscheinung tretenden Mengendichten oe” und g erfaBt werden, 
erhalt man 


f = oman) : 5 <3 a [a 69]: (61) 
0 


Der erste Summand bedeutet die Kraftdichte beziiglich der Magnetmengen, der 
zweite die Kraftdichte auf Leitungsstréme. Zu dem letzteren Ausdruck, insbesondere 
zur Verwendung der GréBe § in demselben, ware zu sagen: Experimentell kann immer 
nur die ponderomotorische Kraft des Feldes, in diesem Fall auf die von Leitungsstr6men 
durchflossene Materie, gemessen werden. Sie resultiert aber aus der direkten Ein- 
wirkung des Feldes und der Einwirkung des umgebenden Mediums. Hs entspricht ihr 
eine (formale!) ponderomotorische Kraftdichte 


fooa = go 19.B1, (62) 


was aber zu Gl. (61) in keinem Widerspruch steht, wie noch spiter an Hand von 
Beispielen nachgewiesen werden soll. In nicht magnetisierbaren Medien allerdings 
werden bekanntlich die Kraftdichten | und fpona identisch, da ein vom Magnetfeld 
hervorgerufener Einflu8 des umgebenden Mediums wegfallt. Indirekt wiirde in 
einem solchen Fall auch j experimentell bestimmbar, doch liefert ein derartiger Versuch 
wegen 8, = Hp lediglich das Resultat 


i ] jin ee. 
fo = Topond — Co [9 Bo] oe Co Lg Do] (63) 


und daher wieder keine Entscheidung durch das Experiment, ob der Vektor § oder 
der Vektor & allgemeingiiltig fiir die direkte Kraftdichte des Magnettfeldes auf 
Leitungsstr6me ma®gebend ist. Die theoretischen Erérterungen des Abschnittes.V 
zeigen jedoch, daB fiir den Fall der ,,Theorie der magnetischen Mengen* die Vektor- 
gréBe § als die auch innerhalb der Materie giiltige magnetische Feldstirke in Gl. (61) 
anzuwenden ist. Nur unter dieser Bedingung lait sich die Kraftdichte als Divergenz 


12 Siehe FuBnote 5, 8S. 395, 
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eines, zum analogen Fall des elektrischen Feldes vollig gleichartigen Tensors To 
darstellen. Ebenfalls auch nur unter dieser Bedingung l4Bt sich die zu fordernde 
Ubereinstimmung der einerseits aus f abgeleiteten, insgesamt auf einen Materiebereich 
einwirkenden ponderomotorischen Kraft $pona mit der vom Energieprinzip geforderten 
Form mit Hilfe von Gl. (62) anderseits nachweisen (s. Abschnitt VIII, 3, 2). Aus Gl. (61) 
folgt mit Gl. (46) und (47) 


F=807$) +17 $19]=9VH) + GN)S-VGHI=C.HH)—ZV(G). (64) 


Der Index ¢ bei einer VektorgréBe bedeutet hier und im folgenden, da sie beziiglich 
des vorherstehenden Differentiationsoperators konstant zu halten ist. Unter Beriick- 
sichtigung von Gl. (22) erhalt man schlieBlich aus Gl. (64) 


Ns 1 ideeyee’ ~(M) ° (M) 5 
§=(V,59 — $ (OPT) = (V Tan) = div Tem (65) 
mit 
(M) e Li f OL i, 22 
Kany a ) § area (Ore = Tm) 3 (66) 


Der Tensor Gl. (66) ist dem Tensor fiir ,,mathematische‘ Bereichsabgrenzung im 
elektrischen Feld Gl. (24) véllig analog. An die Stelle des Feldvektors € ist der Vektor 
des magnetischen Feldes der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ § getreten. Die 
Gesamtkraft, mit der das Magnetfeld dieser Theorie direkt auf einen ,,mathematisch“ 
begrenzten Bereich einwirkt, lautet nach Gl. (61) bzw. (65) 


rs. Pay . Rev hy, £. ; 
| {eH + = [g HI] AV = | div Tym AV. (67) 


$= : 

V Vv 

2. Setzt man im Bereich der ,, Theorie der magnetischen Mengen“ ,,physi- 
kalische“ Bereichsabgrenzung voraus, so-ist neben dem gleichbleibenden Aus- 
druck der raumlich verteilten Leitungsstroéme ein anderer Ausdruck fiir die Kraft- 
dichte beziiglich der jetzt in sich polarisiert auftretenden, also nur ganze Materie- 
teilchen enthaltenden, ,,physikalisch‘‘ begrenzten Volumselemente anzusetzen. Man 
kann dabei wieder beide in den Abschnitten IV, 2 und IV, 3 besprochenen Wege der Ab- 
leitung beschreiten. Wahlt man den ersteren (Abschnitt IV, 2) so 148t sich in direkter 
Analogie zum Ausdruck fiir elektrisch polarisierte Materie Gl. (28) die Kraftdichte 


f = (M grad) H = (MV) H (68) 


anschreiben. Bei Anwesenheit von Leitungsstr6men und polarisierter Materie erhalt 
man demnach 


“ Lites! 
= (MV) + Ig O]. (69) 
Wiederum ist die Umformung in die Divergenz eines Tensors méglich: 
<a Lhe Aicae . eee e A Pp: 
P= (MV) + 2 [gO] = ORV) +1 919] = (8—§,Y) 9 +117 $19] = 


© ‘ Z . me 1 . 1 oe 
= (BV) 9 — (OV) 9 + (OV) § —V (§G.) = (BV) H — FV (HY. (70) 


Wegen Gl. (50) kann man weiterhin anschreiben 
b ‘2 1 2 _ © 
f= (87) +9V B)— 57 GF =V, BH) — FV (GP 
und es ergibt sich mit Gl. (22) 


a =(M) 


ges ; : 
f=(V, BH — > (GPL) = (V Tg) = div Ton). (71) 
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Dabei gilt 
7 ee : Vhvet ons flat x 
om = DB — > (OP I= HB— z (BH) 1+ 5 (MH) I. (72) 
So wie beim Tensor fiir ,,physikalische“ Bereichsabgrenzung im elektrischen Feld sind 


wieder die beiden ersten Glieder in der zweiten Form GI. (72) mit dem klassischen 
Maxwelltensor im magnetischen Feld 


Timon) — Ay) SB — ot (BH) I (73) 


identisch. Der Betrag des dritten Gliedes ist, auch wieder wie im elektrischen Feld, 
durch das halbe skalare Produkt aus Polarisations- und Feldstiirkevektor (hier § ent- 
sprechend der ,,Theorie der magnetischen Mengen‘‘) gegeben. 

Die Gesamtkraft, mit der das Magnetfeld auf einen ,,physikalisch‘‘ begrenzten 
Bereich direkt einwirkt, ergibt sich nach Gl. (69) bzw. (71) mit 


(M) 


5 =|{(M7)H + [a Olav =| div 7, av. (74) 
4 Vv 

3. Legt man den Betrachtungen die ,,Theorie der Elementarstrome‘ zu- 

grunde, verfolgt man also den Weg der Elektronentheorie, so ist im Falle der ,,.mathe- 

matischen* Bereichsbegrenzung nur die Kraftdichte auf die riumlich ver- 

teilten Leitungs- und Elementarstréme anzusetzen und dabei zu beachten, da® der 

Vektor § im Bereich dieser Theorie die Bedeutung der Feldstirke des magnetischen 
Makrofeldes besitzt: 


F 1 , 
f=, lo +0™, 8). (75) 
Verwendet man Gl. (47) und (56), so folgt aus Gl. (75) 
t = [rot § + rot Mi, 9) — [rot $, B] = [{p B) Fi. (76) 


Wieder gelingt, unter Beriicksichtigung von Gl. (50), die Umformung in die Divergenz 
eines Tensors 


= [17 B] B] = (BV) B—V (BB) = (BL) B+ BV B) — FV (BP = 


= (V, BB) — 5 V (By, (77) 
was unter Verwendung von Gl. (22) auf 
f=(V, 8B — + (B27) = (FTC) = div To (78) 


rf) / 


fiihrt, mit 
(BE) =(H) 


Fen = 88 — + (BP L ay Pigs (79) 


Man erkennt die véllige Gleichartigkeit dieses bereits von Kneissler in * angegebenen 
Tensors mit den analogen des elektrischen Feldes Gl. (24) und des magnetischen 
Feldes der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ Gl. (66). Hier tritt an Stelle von € 
bzw. § die GroBe 8 als die im Bereich der ,, Theorie der Elementarstréme“ physikalisch 
bedeutungsvolle FeldgréBe auf; auch ist der Tensor wieder, wie stets bei ,,mathe- 
matischer“‘ Bereichsabgrenzung, symmetrisch. Die Gesamtkraft des Magnetfeldes 
dieser Theorie auf einen ,,mathematisch“‘ begrenzten Bereich der Materie lautet wegen 
Gl. (75) baw. (78) | 

% = | = [g +9, Bl dV = \div 7,3. (80) 


J y 


13 Siehe FuBnote 6, 8. 396. 
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4, Zur Ableitung des fiir ,physikalische“ Abgrenzung giiltigen Ausdruckes 
der ,,Theorie der Elementarstréme“ soll diesmal der zweite, im Abschnitt IV, 3 
besprochene Weg, also der direkte Ubergang von der ,,mathematischen“ zur ,,physi- 
kalischen“ Bereichsabgrenzung, gewahlt werden: Es geschieht dies durch zusitzliche 
Beriicksichtigung der Kraft auf die an der Bereichsgrenze latent vorhandene, physi- 
kalisch jedoch noch zum Bereich zihlende Flichenstromdichte der Elementarstrome. 
Damit ist dann die Erginzung auf ausschlieBlich ganze Elementarstréme, also wieder 
auf ganze polarisierte Materieteilchen, durchgefiihrt. Man erginzt also den Ausdruck 


Gl. (80) auf 
>(E) 


F = | div 7m dV += GV BI dA (81) 
A 


V 


(A...Bereichsgrenzflache; 7)...Flichenstromdichte der in der Bereichsgrenzflache 
flieBenden Elementarstréme) und erhalt unter Beriicksichtigung von Gl. (17) 


F=| (TH) av +O tm ny Bid =| (7 Tip) AV + > (MB) aM — Om (B ay = 
V A y vi a 
ia | (7 Ton) OV +4 (eB) dw — b (MB, dA). (82) 
3 i 


Die beiden letzten Summanden lassen sich mit Hilfe des Gau8schen Integralsatzes 
umformen, so daB man weiterhin, unter Verwendung auch von Gl. (22), erhalt: 


F=|(V72)av + |V(MB)aV —| (VV, MB) av = 
Vv 


V 


(7, BH —F (BH T+ 5(M 8) I)aV. (83) 


Da im Rahmen der Kontinuumstheorie der Bereich beliebig klein sein kann, besitzt 
der Grenztibergang zum Volumen Null nicht nur formal mathematischen Charakter, 
wie es bei, der ponderomotorischen Kraftdichte der Fall war (s. Abschnitt IT), 
sondern er ist bei der direkten Kraft des Feldes auch physikalisch gesehen zulissig: 


i 2) 1 1 1 QQ 
flim} =(P, BH — (BHT + 5 (MB) 7), (84) 
oder 
f (FE) : E 
4 j = | to) = div Eee (85) 
mit 
Te * l ge I X 
(or) = HB — | (BH) L +5 (MB) I. (86) 


Wie bisher bei ,,physikalischer*‘ Bereichsabgrenzung sind die ersten beiden Summanden 
des Tensors Gl. (86) mit dem klassischen Maxwelltensor, in diesem Fall Gl. (73), 
identisch, der Betrag des dritten Summanden ist wieder durch das halbe skalare Pro- 
dukt aus Polarisations- und Feldstirkevektor (hier § entsprechend der ,,Theorie der 
Elementarstréme“) gegeben. Die Gesamtkraft, mit der das Magnetfeld nach der 
Theorie der Klementarstré6me“ (bzw. nach der Elektronentheorie) auf einen » physi- 
kalisch begrenzten, nur ganze Materieteilchen enthaltenden Bereich direkt einwirkt, 
lautet entsprechend Gl. (85) 

: /  §=|div Tena. (87) 

Vv 
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VII. Vergleich und Zusammenfassung der besprochenen Kraftdichten und Tensoren 


Kine Zusammenstellung der bisher angefithrten Tensoren erméglicht einen kurzen 
Vergleich und eine abschlieSende Charakterisierung: 
Die Tensoren fiir ,,mathematische“ Bereichsabgrenzung 


: (el) 1 ~ 
(24) Tiny = EE — > (GP I = TH) 
(i) cH ge | ieee ~ 
(66) Tm = 99 — = (GPT = Toy 
(E 1 5 
(79) Tim) = BB — = (BPI = Temp 


sind in vollig analoger Weise aus der Feldstirke des betreffenden Feldes allein auf- 
gebaut; im elektrischen Feld also durch &, durch § im magnetischen Feld der ,,'Theorie 
der magnetischen Mengen‘‘ und durch 8 im Magnetfeld der ,,Theorie der Klementar- 
strome* (bzw. der Elektronentheorie). Die Tensoren fiir ,,mathematische“‘ Abgrenzung 
sind symmetrisch. 


Die Tensoren fiir ,,physikalische‘‘ Bereichsabgrenzung 


(32) To, =€D—F@'1=ED—-1@1 +4 (pw, 
(72) Ton = 9B — 3 (GPL = HB — 7 (BH) 1 +5 (MHL 
(86) 7 ee ee = §B8—F(BH)1+5(MB)I 


sind in ihren ersten beiden Summanden der zweiten Darstellungsart mit dem ent- 
sprechenden klassischen Maxwelltensor 


(33) r _€D —+(D6)I, 


(73) ro _ 5% — 5 (BH) I 


identisch. Der Betrag des dritten Summanden ist durch das halbe skalare Produkt 
aus Polarisations- und Feldstairkevektor der betreffenden Theorie gegeben. Die 
Tensoren fiir ,,physikalische‘‘ Bereichsabgrenzung sind, wie der klassische Maxwell- 
tensor, unsymmetrisch. 

Kin Teil der besprochenen Tensoren ist bereits in der Literatur angegeben worden. 
Beziiglich der von Kneissler angefiihrten Tensoren Gl. (24) und (79) (,,mathematische“ 
Bereichsabgrenzung, elektrisches Feld bzw. magnetisches Feld der ,,Theorie der 
Elementarstréme“‘) wurde in dieser Arbeit versucht, durch Prazisierung der Unter- 
schiede zwischen direkter Kraftdichte [ und (formaler) ponderomotorischer Kraft- 
dichte fpona einerseits und anderseits zwischen ,,mathematischer“ und ,,physikalischer* 
Abgrenzung der Materiebereiche eine Klarung beziiglich ihrer Anwendung und ihres 
Giiltigkeitsbereiches herbeizufiihren. Die AuSerachtlassung dieser Unterschiede 
brachte es nimlich mit sich, daf eine nicht sinngemife Anwendung des Tensors 
Gl. (79) durch Sommerfeld und Bopp in “ erfolgte, was bereits Déring in * auf an- 
derem Wege nachzuweisen vermochte. Richtige Anwendung dieses Tensors bringt 
hingegen wiederum das auch mit Hilfe des klassischen Maxwelltensors zu gewinnende, 
sowohl mit dem Energieprinzip als auch mit dem Rechenergebnis von Déring in Uber- 
einstimmung stehende Resultat (s. Abschnitt VIII). Der formal gleiche Tensor 


14 Siehe FuBnote 5, 8. 396. 
1s Déring: Uber die Kraft und das Drehmoment auf magnetisierte Kérper im Magnetfeld. 
Ann. Physik 9, H. 6/7 (1951). 
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wie Gl. (32) (elektrisches Feld, ,,physikalische“‘ Bereichsabgrenzung) wird z. B. von 
Zerner in 8 (Ziffer 43) angegeben, jedoch unter ganz anderen und eingeschraénkteren 
Bedingungen, namlich anlaGlich der Berechnung der Gesamtkraft auf wahre und 
Polarisationsladungen eines abgeschlossenen Kérpers, dessen Oberflache zur Ganze 
im Vakuum verliuft. Der hier im Abschnitt IV, 2 durchgefiihrte Rechengang beweist 
jedoch die Allgemeingiiltigkeit dieses Tensors vor allem auch im Inneren von Materie, 
wenn also die gewahlte Grenzfliche nicht im Vakuum verlauft, und zwar unter Beriick- 
sichtigung der bestimmten, namlich ,,physikalischen‘‘ Art der Abgrenzung. 

Der Tensor Gl. (66) (,,Theorie der magnetischen Mengen“, ,,mathematische“ Ab- 
grenzung) erscheint in der Literatur lediglich im Zusammenhang mit den magneto- 
statischen Kraftwirkungen, wo die Umformung 


g YT peer ee en es, 
f= 0” - § = HdivH= (V7, DH — =z (DP 1) 
wegen 
TOD. 4) ==. 0 


in einfacher und zum elektrostatischen Fall (s. Abschnitt IV, 1) vollig analoger 
Weise durchzufiihren ist. Die sinngemaéBe Anwendung der Grobe $ in der Formel fir 
die Kraft auf die Leitungsstréme im Bereich der ,,Theorie der magnetischen Mengen* 
im Abschnitt VI, 1 erbrachte erst den Nachweis der Allgemeingiiltigkeit dieses Tensors 
auch fiir das stationare Magnetfeld. 

SchlieBlich wurde auch ein mit Gl. (72) (magnetisches Feld der ,,Theorie der 
magnetischen Mengen“, ,,physikalische‘‘ Abgrenzung) formal tibereinstimmender 
Tensor angegeben, und zwar von Maxwell selbst in seinem bertthmten Werk (s.1”, § 639 bis 
§ 642). Maxwell war urspriinglich der Anschauung, daB dieser Tensor ponderomotori- 
sche Krafte bestimmt, da er im Ansatz zwei aus Energieinderungen abgeleitete Aus- 
driicke fiir die Kraftdichte auf magnetische Materie und auf Leitungsstr6me summiert. 
Der erste Summand, der aus der Anderung der potentiellen Energie des (statischen!) 
Magnettfeldes bei einer virtuellen Verschiebung der Materie gewonnen wird (§ 639a, 
Gl. 1;) 

f= V (MK, H) 
gilt jedoch nur im Falle 
rot 5 = 0 
bzw. 
f § tiie oie grad gman), 


er verliert aber bei Summation mit dem zweiten Summanden, der wieder aus dem 
Energieprinzip gewonnenen Kraftdichte beziiglich der Leitungsstréme 


fee 
(§ 639b, Gl. 2,), seine physikalische Bedeutung. Die Summe (§ 640) 
f= 7 (MH) + [9 BI, 
wobei jetzt im allgemeinen Fall natiirlich 
rot § + 0 


gilt, liefert auch tatsachlich keine ponderomotorische Kraftdichte, sondern sie fiihrt — 
man kann ruhig sagen zufallig — auf die direkte Kraftdichte des stationiiren Magnet- 


16 Siehe FuBnote 4, 8S. 396. 
Maxwell: Lehrbuch der Elektrizitét und des Magnetismus. Berlin: Springer-Verlag. 1883. 
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feldes der ,,Theorie der magnetischen Mengen‘ fiir den Fall , physikalischer‘‘ Be- 
reichsabgrenzung : 


1 ules . Ip. aie. Tk: af 
T=V (OM. ) + [6B] = V (M.H) + = to M) + — [9 $1 = 


=V (Me) + [17 $] MW] + = [9H] = (MVP) H += {9 HI. (88) 


Gl. (88) ist identisch mit Gl. (69) und kann daher auch wieder in Gl. (71) umgeformt 
werden. Doring weist in '8 (Abschnitt I) auf Mingel dieser ersten Maxwellschen Ab- 
leitung hin und tatsiichlich wird heute gar nicht dieser Tensor Gl. (72), sondern der 
Tensor Gl. (73) als ,,klassischer‘‘ Maxwelltensor des magnetischen Feldes bezeichnet 
und zur Berechnung ponderomotorischer Krifte allgemein herangezogen. Auch hat 
Déring selbst in 48 nicht diesen urspriinglich von Maxwell angegebenen Ausdruck 
Gl. (72), sondern eben den ,,klassischen“’ Tensor Gl. (73) behandelt. 

Der Tensor Gl. (86) (,,physikalische‘‘ Abgrenzung, ,,Theorie der Elementarstréme‘‘) 
wurde meines Erachtens bisher in der Literatur tiberhaupt noch nicht angegeben. 


VIII. Praktische Anwendung der verschiedenen Kraftdichten 
und Nachweis der Ukereinstimmung der aus ihnen zu gewinnenden Rechenergebnisse 


Alle angefiihrten Kraftdichten sind Divergenzen verschiedener Tensoren. Die 
Kraft auf einen Materiebereich, also das Volumsintegral der Kraftdichte tiber das 
jeweilige Volumen der betrachteten Materie, lift sich gema8 dem Gau8schen Integral- 
satz auch durch ein Oberflichenintegral an der das Volumen einhiillenden Grenzflaiche 
darstellen : 


o=\V T) dV = ® (Ti. aX). (89) 


¥ A 
(7... beliebiger in Frage kommender Tensor). Diese Oberfliche ist bei Anwendung 
der verschiedenen direkten Kraftdichten = je nach dem verwendeten Ausdruck ent- 
weder eine ,,mathematische“ oder eine ,,physikalische“‘ Grenzflache. 

An dieser Stelle soll nochmals darauf hingewiesen werden, daf die Ableitung der 
einzelnen Kraftdichten in dieser Arbeit zunaichst kontinuierlich veranderliche Material- 
werte vorausgesetzt hat. Spriinge der Material- und damit der Feldwerte mu man 
sich also vorliufig durch sehr steile Uberginge ersetzt denken. Der Ubergang auf 
Sprungflaichen li8t sich jedoch ohne weiteres durchfiihren und soll an anderer Stelle 
noch behandelt werden. Bei einer virtuellen Verschiebung eines starren K6rpers etwa, 
dessen Materialwerte sich an der Grenze zu seiner Umgebung sprunghaft andern, ver- 
schiebt sich diese Sprungfliche bzw. die diinne Ersatz-Grenzschicht mit steiler Ver- 
ainderung der Materialwerte, mit. Sie verhilt sich also so, als ware sie mit dem starren 
Korper verbunden und ist daher bei den praktischen Anwendungen diesem jeweils 
zuzuzaihlen, das hei&t das Volumen des Integrals der ersten Form Gl. (89) bzw. die 
Oberfliche des Integrals der zweiten Form Gl. (89) haben diese miteinzuschlieBen. 

Ferner soll nochmals in Erinnerung gerufen werden, da alle Ausdriicke fiir Krafte 
auf einen véllig vom Vakuum umgebenen Kérper direkt dasselbe Rechenergebnis 
liefern miissen. Dies ist an der zweiten Form Gl. (89), egal welchen Tensor 7’, dar- 
stellen soll, leicht zu erkennen, da die Feldwerte an der AuBenseite der Oberflache A, 
also die im Vakuum auftretenden, einzusetzen sind. Dort gilt aber 


Do = &, bzw. Bo = Do, 


Go, =0 bzw. M, = 0 


18 Siehe FuBnote 15, 8. 407. 
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und daher stimmen tatsichlich die Resultate aus Gl. (89) mit jedem der Tensoren 
Gl. (24), (32) und (33) bzw. (66), (72), (73), (79) und (86) tiberein. Dieses Ergebnis ist 
selbstverstandlich, denn es fallt bei einer im Vakuum verlaufenden Grenzflache einer- 
seits der Unterschied zwischen ,,mathematischer‘‘ und ,,physikalischer Begrenzung 
fort, anderseits mu8 die bewegende (ponderomotorische) Kraft mit der direkten Kraft 
des Feldes identisch sein, da Krafte umgebender Medien nicht auftreten koénnen. 


1. Anwendung ponderomotorischer Krafte 


Ponderomotorische Krifte liefern, wie bereits mehrfach erwihnt wurde, durch 
Integration iiber den betrachteten Kérper direkt die bewegende Kraft, die auf Grund 
der Anwesenheit des Feldes insgesamt auf diesen ausgeiibt wird. Im allgemeinen Fall 
enthilt dabei die ponderomotorische Kraft zwei ginzlich verschiedene Komponenten, 
niimlich einerseits die Kraft, mit der das Feld direkt auf den betreffenden Korper ein- 
wirkt, anderseits die Krafteinwirkung des umgebenden Mediums, die auf Grund der 
Anwesenheit des betreffenden Feldes hervorgerufen wird. Ob man nun die pondero- 
motorische Kraft entsprechend Gl. (89) durch Integration von (formalen) Volums- 
kraften 


(3) fpona == WT) 


(7... klassischer Maxwelltensor) tiber das Volumen des Korpers oder durch Integration 
von (formalen) Oberflichenkraften 


Ppona = (7 1) (90) 


iiber die Oberflache des K6rpers berechnet, ist gleichgiiltig. Ponderomotorische 
Volums- oder Oberflichenkrafte lassen sich ja im Bereich einer Theorie, die die Materie 
im Mikrobereich aus einzelnen Elementarteilchen aufgebaut sieht, physikalisch nicht 
niher deuten, da sie, wie gesagt, sowohl (echte) Volums- als auch (echte) Oberflachen- 
krafte gleichzeitig in sich vereinen. Sie sind selbst rein formale Volums- oder Ober- 
flichenkrafte, die jedoch den Vorteil besitzen, dali man mit ihrer Hilfe durch einen 
einzigen Rechengang, also durch eine einzige Integration, direkt die bewegende Kraft 
erhalten kann. Eine wesentliche Kinschrankung in der Anwendung der pondero- 
motorischen Krafte stellt die Bedingung dar, daB eine virtuelle Verschiebung des 
Korpers bzw. des Materiebereiches unabhangig von der tibrigen, im Raume vor- 
handenen Materie durchfiihrbar sein mu’. Andernfalls lat sich nimlich die bei der 
virtuellen Verschiebung auftretende Energieanderung nicht in ein Volums- oder Ober- 
flachenintegral tiber den betrachteten Materiebereich allen umformen, was aber 
unbedingte Voraussetzung zur Gewinnung 
ae der Ausdriicke fiir die ponderomotori- 
schen Krafte ist. AnlaBlich der Erklirung 
Flissigke/t7 Ger ponderomotorischen Krafte im Ab- 
schnitt I wurde auf diese Voraussetzung 
fester Korver bereits verwiesen und ein weiteres Bei- 
spiel aus der Mechanik soll sie niher 
erlautern : 
Kin fester Korper, der an seiner Ober- 
seite eine Vertiefung besitzt, in der sich 
Abb. 2 die Fliissigkeit 1 befinden soll, werde in 
eine Fliissigkeit 2 getaucht: 
Die Dichte der Flissigkeit 1 sei gréBer als die der Fliissigkeit 2. Will man die auf 
den festen Kérper einwirkende bewegende (ponderomotorische) Kraft berechnen, so 
darf man jetzt die im Abschnitt IT angegebene Gl. (11), die die ponderomotorische 


fF liissighert 2 
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Kraft (also Gewicht plus Auftrieb) unter Beriicksichtigung des Gewichtes der ver- 
drangten Fliissigkeit direkt zu berechnen gestattet, 


ayy Soond = i (m — my) g dV 


nicht in der Weise anwenden, da man die Integration nur auf das Volumen des festen 
Kérpers allein beschriinkt. Der feste Kérper ist in unserem Falle nicht mehr unab- 
hangig von der Fliissigkeit 1 verschiebbar, beide sind quasi starr miteinander ver- 
bunden, und es ist daher das Volumsintegral iiber das gesamte, von der Fliissigkeit 2 
unabhiangig verschiebbare Volumen des festen Kérpers und der Fliissigkeit 1 zu er- 
strecken. In Gl. (11) bedeutet jetzt m die Masse im jeweiligen Aufpunkt und mp, 
die Dichte der verdringten Fliissigkeit 2. 

Somit kann festgestellt werden, da die ponderomotorischen Kriifte im stationiren 
elektromagnetischen Feld zuniichst ohne weitere Bedenken nur im Falle eines starren 
Korpers oder einer Kombination von Kérpern, die sich wie ein solcher verhiilt, in 
homogener Umgebung angewendet werden diirfen. In den meisten anderen Fallen, 
wie etwa bei der Berechnung von Kriften auf feste Kérper in Fliissigkeiten bzw. 
Flissigkeitsgemischen Grtlich variabler Materialwerte oder der Berechnung von 
Kraften in Fliissigkeiten selbst, wird eine Verwendung der klassischen Maxwellschen 
ponderomotorischen Kriifte nicht méglich sein. Ein Fall aber, der ohne weiteres mit 
Hilfe des ,,klassischen‘* Maxwelltensors gelést werden kann, ist das von Sommerfeld 
und Bopp in ¥ behandelte Problem eines von einem Fremdfeld beeinflu8ten per- 
manenten Magneten, der sich in einer homogenen, permeablen Fliissigkeit befindet. 
Die Zweifel, ob der ,,klassische“* Maxwelltensor auch bei anisotroper Materie seine 
Giltigkeit behalt, scheinen angesichts der Méglichkeit, diesen Tensor mit Hilfe des 
Impulssatzes auch ganz allgemein ohne Einfiihrung der skalaren Proportionalitits- 
faktoren e« und yw ableiten zu koénnen, unberechtigt. Im iibrigen hat auch Becker 
in ?° (§ 54) diesen Fall, und zwar ganz allgemein, behandelt und gelangt entsprechend 
seiner andersgearteten Ableitung der ponderomotorischen Krafte im magnetischen 
Feld zu einem etwas anders gebauten Tensor, der die ,,reversible Permeabilitat yu’ 
enthalt. Da aber an der Aufenseite der Oberflaiche des Magneten wu’ = uw der um- 
gebenden Fliissigkeit ist, erhalt man mit dem sonst vollig analogen Beckerschen 
Tensor wiederum dasselbe Resultat wie mit Hilfe des ,,klassischen‘‘ Maxwelltensors. 
Womit einerseits schon mit Hilfe der ponderomotorischen Krafte selbst die Frage der 
Richtigkeit der aus dem ,,klassischen“‘ Maxwelltensor zu erhaltenden Lésung im Falle 
des permanenten Magneten geklirt erscheint, anderseits die im Abschnitt II erwahnte 
Tatsache ersichtlich wird, daB (formale) ponderomotorische Krafte gar nicht ein- 
deutig sind ; sie miissen nur — wie der Vergleich des Beckerschen mit dem ,,klassischen“ 
Maxwelltensor in diesem Fall gezeigt hat — bei Integration tiber einen Materiebereich, 
auf den sie angewendet werden diirfen, auf dasselbe Rechenergebnis fihren. 


2. Anwendung der Kraftdichten fiir ,,mathematische“ Bereichs- 
abgrenzung 


Die ,,mathematische‘‘ Bereichsabgrenzung erfaBt bekanntlich nicht ausschlieBlich 
ganze Materieteilchen, sondern es werden stets die in der Bereichsgrenze liegenden 
elektrischen oder magnetischen Dipole bzw. Elementarstréme geteilt und ihre Teile 
verschiedenen Bereichen zugeordnet (s. Abschnitt III). Da Krafte auf Korper 
prinzipiell Krafte auf eine Summe ganzer Materieteilchen bzw. eine Summe in sich 
polarisierter Volumselemente darstellen miissen, wird zunichst als erster Schritt der 


19 Siehe FuBnote 5, S. 396. 
20 Siehe FuBnote 3, 8. 394. 
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Ubergang von der ,,mathematischen“ zur ,,physikalischen™ Bereichsabgrenzung not- 
wendig sein. Dieser Ubergang erfolgt im elektrischen Feld durch Beriicksichtigung 
der Kriifte auf die in der Bereichsgrenze liegenden elektrischen Polarisationsladungen 
der Flichendichte Gl. (16). Im Magnetfeld der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ 
ist der Vorgang formelmafig véllig gleichartig dem im elektrischen Feld, es sind hier 
die analogen magnetischen Mengen der Flachendichte 


gimgn) — (M 1) (91) 


(vgl.#4) zu beriicksichtigen, nach der ,,Theorie der Elementarstréme“ freie Stroéme der 
Flachendichte Gl. (17). Derartige Ubergange wurden in den Abschnitten IV, 3 und 
VI, 4 besprochen. Der zweite Schritt bei der Berechnung der auf einen Korper ein- 
wirkenden bewegenden (ponderomotorischen) Kraft wird dann die Beriicksichtigung 
der von der umgebenden Materie auf den betreffenden Kérper iibertragenen Kraft 
sein. 

Geht man direkt von den Gleichungen fiir ,,physikalische“ Bereichsabgrenzung aus, 
so erspart man sich natiirlich den ersten Schritt, der eben erwahnte zweite ist aber 
identisch mit der Anwendung der Ausdriicke fiir ,,physikalische‘‘ Abgrenzung, es 
geniigt daher im folgenden, diese zu besprechen. 


3. Anwendung der Kraftdichten fir ,physikalische* Bereichsabgrenzung 


1. Berechnung der bewegenden Kraft im elektrischen Feld auf Korper in homogenen, 
ungeladenen Flissigkerten 


Die direkte Kraft des elektrischen Feldes auf einen beliebigen Korper — er mag 
polarisiert sein und wahre elektrische Ladungen tragen — lautet im Falle ,,physi- 
kalischer“ Bereichsabgrenzung 
(34), (32), (33) s=|(V 7) av = |{(V 7) +7 FE \av. (92) 

4 Vv 
Dabei ist aus bereits besprochenen Griinden das Volumen bzw. die Oberfliche so zu 
wahlen, da der gesamte Ubergangsbereich, in dem der steile Ubergang der Dielek- 
trizitatskonstanten vom Wert des festen Koérpers zu dem einer allenfalls umgebenden 
Flissigkeit auftritt, miterfaBt wird. 

Zu dieser direkten Kraft des elektrischen Feldes kommt noch die Kraft, mit der die 
umgebende Fliissigkeit auf die Oberflache des betrachteten Kérpers einwirkt. Sie ist 
durch den in der Flissigkeit herrschenden hydrostatischen Druck p bestimmt: 


3 =p (— 0) dd = — hppa, (93) 
A A 


wobei also n wieder der vom festen Ko6rper wegweisende Hinheitsvektor der Flaichen- 
normalen sein soll. Die Berechnung des hydrostatischen Druckes, den das elektrische 
Feld in der Fliissigkeit hervorruft, gestaltet sich sehr einfach: 

Da Flissigkeiten isotrop sind, laBt sich der Ausdruck Gl. (31) fiir die Volums- 
kraft f unter Verwendung der Dielektrizitatskonstanten ¢ in eine andere Form bringen. 
Ks folgt aus Gl. (31), (32) und (33) zunichst 


= (e] mil R RE 
T = (V pe eS (V 'g ss) ae bo ae fpona si grad usa (94) 


Im elektrischen Feld kann man nun bei isotroper Materie fiir fyonq die ersten beiden 
Summanden aus Gl. (4) einfithren, so daB man aus Gl. (94) weiterhin erhalt: 
1 S 
f = Owa © — > (€) grad e + grad CE: (95) 
2 Siehe FuBnote 7, 8. 397. 
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In einer ungeladenen homogenen Flissigkeit gilt oy, — 0, grad ¢—0, es ist somit die 
in ihr wirkende elektrische Volumskraft durch 


| = grad ke (96) 


gegeben. Zur Erhaltung des Gleichgewichtes bildet sich in der Flissigkeit ein 
mechanischer Spannungszustand aus, so daB die elektrische Volumskraft an jeder 


Stelle durch eine aus dem hydrostatischen Druck p ableitbare mechanische Volums- 
kraft 


f(mech) ee grad p (97) 
kompensiert wird. Es gilt also 
j a f(mech) = () (98) 
oder unter Verwendung von Gl. (96) und (97) 
RE 
grad {E°) _ pl —o, (99) 
woraus 
RE : 
p=Bh ic (100) 


folgt. Die Integrationskonstante C kann in unserem Falle auBer Betracht bleiben, da 
ein ortlich konstanter Anteil des hydrostatischen Druckes wegen 


oC (—n)dA = —C Oat =0 (101) 
A A 
keine resultierende Kraft auf den eingetauchten Kérper bewirkt. Die wegen An- 


wesenheit des elektrischen Feldes insgesamt auf den Korper einwirkende bewegende 
(ponderomotorische) Kraft ist dann die Summe aus Gl. (92) und (93) 


pond a | i pael dV — > p dat = 
A 


Vv 


\{( med 


. 


+5(R6) av — Op dX. (102) 
A 


Setzt man fiir p den in Gl. (100) erhaltenen Wert ein, so ergibt sich unter Beriick- 
sichtigung von Gl. (101) 


Fa = (0 7) ay yO an 64> aa. (103) 
Vv A 


V 


Die beiden letzten Summanden verschwinden wegen des GauBschen Integralsatzes, 
so daB tatsiichlich die vollige Ubereinstimmung mit dem Maxwellschen Ausdruck, 
hier eingeschrinkt auf den Fall des elektrischen Feldes, gegeben ist: 


= (el) 


pond ae \( r “ 


: )dV =| divT 


! V 


dV. (104) 


Nach Gl. (94) unterscheidet sich die direkte Kraftdichte von der (formalen) pon- 
5 ; : : 
deromotorischen um das Zusatzglied grad —o Es liegt nun im Wesen einer pon- 


deromotorischen Kraftdichte, da8 mit ihrer Hilfe der hydrostatische Druck in einer 
Fliissigkeit prinzipiell nicht bestimmt werden kann! In einer homogenen, ungeladenen 
Flissigkeit z.B. wird fpona = 9, woraus ein konstanter ,,hydrostatischer Druck 
folgen wiirde, was aber jedenfalls nicht richtig sein kann, da die polarisierten Flissig- 
keitsteilchen eine Kraft in Richtung zur héheren Feldstarke erfahren. Demgemaf 
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muB an Stellen héherer Feldstiirke auch ein héherer hydrostatischer Druck herrschen, 
was die direkte Kraftdichte f, aus der in diesem Fall der hydrostatische Druck 


(100) pao 


folgt, auch richtig wiedergibt. Sowenig man etwa mit Hilfe der ponderomotorischen 
Kraftdichte Gl. (12) im Schwerefeld den hydrostatischen Druck in einer Fliissigkeit 
bestimmen kann — er wire in der Flissigkeit wieder értlich konstant, was offen- 
sichtlich nicht stimmt —, sowenig ist dieser Vorgang im elektromagnetischen Feld — 
gestattet. Es wird im Schwerefeld in diesem Fall auch immer nur die direkte Kraft- 
dichte Gl. (6) verwendet. Da jedoch im Bereich des elektromagnetischen Feldes bisher 
in der Literatur ausschlieBlich die ponderomotorische Kraftdichte fponq und nicht die 
direkte | Anwendung gefunden hat, findet man immer wieder Literaturstellen, an 
denen meines Erachtens falschlicherweise der hydrostatische Druck in einer Flissig- 
keit mit Hilfe ponderomotorischer Volumskrafte berechnet wird (s. etwa Becker”, § 40). 

In homogenen ungeladenen Fliissigkeiten bewirkt nun gerade der in der Fliissigkeit 
entstandene hydrostatische Druck, da das Differenzglied zwischen direkter und pon- 
deromotorischer Kraftdichte bei der Berechnung der bewegenden Kraft auf einen 
festen Kérper kompensiert wird (s. Gl. 103), so da beide Rechenwege das- 
selbe Resultat ergeben. Anders aber in inhomogenen oder elektrisch geladenen 
Fliissigkeiten, da dort nicht mehr der hydrostatische Druck Gl. (100) Geltung besitzt. 
' Dies zeigt, daB tatsichlich ponderomotorische und direkte Kraftdichte in solchen 
Fallen zu verschiedenen Resultaten fiihren, was aber in der im Abschnitt VIII, 1 
besprochenen Tatsache ihre Begriindung findet, daB in solchen Fallen die pondero- 
motorische Kraftdichte gar nicht mehr anwendbar ist, da die Unabhangigkeit der Ver- 
schiebung des starren K6rpers von der umgebenden Fliissigkeit nicht gewahrt ist. 
Anderseits treten in geladenen Flissigkeiten noch zusitzliche Krafte (Dissoziations- 
krafte) auf, die allenfalls bei der Berechnung des hydrostatischen Druckes mitzu- 
berticksichtigen waren. 


2. Berechnung der bewegenden Kraft vm Magnetfeld auf Kérper in homogenen Fliissig- 
keiten 


Wegen der voélligen Analogie der Gleichungen fiir das elektrische und magnetische 
Feld ist der Rechengang derselbe wie im Abschnitt VIII, 3, 1. Es ist nur zu beachten, 
daB es zwei Méglichkeiten der Berechnung gibt, je nachdem ob man die Formeln der 
,,lheorie der magnetischen. Mengen“: oder die der ,,Theorie der Elementarstréme‘‘ 
anwendet. Im folgenden sollen die beiden Rechenwege unmittelbar nebeneinander 
behandelt werden. 


Fir die direkte Kraft des Magnetfeldes auf einen beliebigen, allenfalls permanent 
und reversibel magnetischen Korper — hier ist also auch der von Sommerfeld und 
Bopp in * diskutierte Fall des permanenten Magneten in einer permeablen Fliissig- 
keit mit eingeschlossen — gilt nach der ,,Theorie der magnetischen Mengen‘ 


‘ ~(] q ~(mgn hi 

(71), (72), (73) %=|(7 Ton) av =| {(V 7°") +722 ay, (105) 
Vv 4 

nach der ,,Theorie der Klementarstréme‘‘ 


(85), (86), (73) §= | (7 lar =| {(7 Fo) +p ay. (106) 
Vv V 


22 Siehe FuBnote 3, 8S. 394. 
22 Siehe FuBnote 5, S. 396. 
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Die direkten Volumskrafte in isotroper Materie schreiben sich mit Hilfe der Permeabili- 
tat unter Verwendung von Gl. (3) und (4) 


1 ' 1 
, f= [a Bl — + (G)Pgrad u + grad 22) (107) 
Zw. 
1 : 
f= B1— = (§)? grad p + grad 


¢ 
a 


(MB) 
2 


woraus der vom Magnetfeld hervorgerufene hydrostatische Druck in einer homogenen 
stromfreien Flissigkeit folgt: 
MH ay ; 
= ek +C (109) 
bzw. 


mM i 
p= +0". | (110) 


Die bewegende Kraft des Magnetfeldes als Summe der direkten und der auf die Ober- 
fliche des Korpers von der umgebenden Fliissigkeit ausgeiibten Kraft wird demnach 


Sen are iy 2 ap = 6 ES) ay (111) 
V V A 


Sma (EI lay + iV ay — OE ay, (112) 
V V A 

In beiden Fallen verschwinden die beiden letzten Summanden wegen des GauBschen 
Integralsatzes, so da die bewegende und experimentell allein feststellbare Kraft, mit 
Hilfe der direkten Kraft des Magnetfeldes berechnet, sowohl nach der ,,Theorie der 
magnetischen Mengen“ als auch nach der ,, Theorie der Elementarstro6me‘‘ auf dasselbe 
Resultat wie das aus den Maxwellschen ponderomotorischen Kraften direkt zu ge- 
winnende fiihrt. 

AbschlieBend sei noch ein Vergleich der Gl. (107) und (69) fiir die direkte 
Kraft des Feldes nach der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ durchgefiihrt: Gl. (107) 
stellt eine rein mathematische Umformung der urspriinglichen Gl. (69) fir den 


Fall isotroper Materie dar. In ihr tritt ,,an Stelle“ von = [g 5] der Ausdruck — [g B] 
0 0 

auf. Wie bekannt darf hier im Bereich der ,,Theorie der magnetischen Mengen“ 

s [g 8] nicht als (direkte) Volumskraft auf Leitungsstréme aufgefaBt werden, es 

0 


handelt sich, wie gesagt, lediglich um einen durch eine mathematische Umformung 
gewonnenen und zunichst physikalisch nicht niher deutbaren Ausdruck. Allerdings 
bleibt dieser Ausdruck bei der Berechnung der bewegenden Kraft auf Stroéme eines 
Leiters, dessen Permeabilitat konstant und gleich groB wie die der umgebenden 
Flissigkeit ist, allein iibrig, da der zweite Summand mit grad y gleich Null ist und der 
dritte bei der Integration iiber das Leitervolumen durch den hydrostatischen Druck 
der umgebenden Flissigkeit aufgehoben wird. In der Tat folgt also auch nach der 


Shion 8 : 1 
Theorie der magnetischen Mengen‘‘ mit ihrer direkten Volumskraft ae [gH] auf 


: : 1 : 
Leitungsstréme eine (formale) ponderomotorische Kraftdichte ae [q 8] auf Leitungs- 


stréme, was ja schlieBlich auf Grund der bereits nachgewiesenen Ubereinstimmung 
der bewegenden Kraft aus den direkten Volumskriiften des Feldes und dem Maxwell- 


schen Ausdruck jedenfalls erfiillt sein mufte. 
(Hingegangen am 14. Februar 1956) 
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Buchbesprechungen 


Scienza delle costruzioni. Von O. Belluzzi. Band IV, Kapitel 33 und 34: La stabilité dell 
equilibrio elastico. Le vibrazioni. Mit 527 Zahlenbeispielen und 258 Textabb., X, 
438 S. Bologna: N. Zanichelli Editore. 1955. 


Dieser vierte Band der ,,Tragwerkslehre‘‘ (wie man den Titel des Buches vielleicht noch 
am treffendsten itibersetzen kann) behandelt die Stabilitat des elastischen Gleichgewichtes und 
die Schwingungen. Hervorragend an diesem Werk ist nicht nur die griindliche, umfassende, 
jeweils auf den einfachsten Problemen aufbauende Darstellung, sondern auch die Reichhaltigkeit 
der durchgerechneten Beispiele und ihre leichtfaBliche Erlauterung durch saubere Figuren. Einige 
Abschnitte kénnten vielleicht trotzdem, mit geringem Mehraufwand, an allgemeiner Gultigkeit 
gewinnen, wie beispielsweise die Formel iiber den gebetteten Druckstab (S. 97ff.), die durch 
die ,,Verdrehungsbettung‘’ zu ergiinzen ware, wodurch dann dieses Konstruktionselement zur 
Behandlung vieler anderer Probleme — Platten und Zylinder — herangezogen werden kann. 
Bei der Ermittlung der Zahlenwerte fiir Druckstaibe mit variablem Tragheitsmoment sei an die 
Méglichkeit erinnert, durch die Annahme einer linearen Abminderung des Tragheitsmomentes 
mit der Ordinate der elastischen Linie zu sehr einfachen Ausdriicken zu gelangen, die in ge- 
schlossener Form die Euler-Last zu einem Querschnittsverlauf angeben, der fiir praktisch vor- 
kommende Verhaltnisse als gute Naherung dienen kann. Die Ausstattung ist des Inhaltes wiirdig, 
dessen Ubersetzung in andere Sprachen sich wohl lohnen diirfte. L. Kirste, Wien 


Mechanik der Kontinua. Von G. Hamel +. Herausgegeben von I. Szabd. Mit 65 Textabb., 210 S. 
Stuttgart: B. G. Teubner Verlagsgesellschaft. 1956. Geb. DM 29.70. 


Der Herausgeber des schon vor dem Tode des allseits verehrten Lehrers der Mechanik Georg 
Hamel im wesentlichen fertigen und druckreifen Manuskriptes hat nicht nur diesem einen lang- 
gehegten Wunsch erfiillt, sondern auch allen Freunden und Schidlern Hamels einen groBen Dienst 
erwiesen. 

Das nunmehr vorliegende Werk bildet naémlich insofern einen AbschluB, als es die bekannten 
und allgemein geschatzten zusammenfassenden Werke Hamels ,,Grundbegriffe der Mechanik*‘ 
und ,,Theoretische Mechanik“ zu einem Gesamtwerk abrundet, das die wichtigsten fiir Techniker 
abgehaltenen Vorlesungen umfabt. Der letzte Teil behandelt noch die Theorie der idealen und 
zahen Fliissigkeiten und schlie8t mit einem kurzen Abschnitt tiber allgemeinere deformierbare 
Systeme. 

Die Darstellung ist mitunter knapp, immer aber klar und exakt, etwas anderes mutet Hamel 
auch einem Techniker von vornherein nicht zu. Das wird jeder erwarten, der die Arbeiten Hamels 
kennt. Hinzuzufiigen ware daher nur noch, da auch die neueste Forschung beriicksichtigt ist 
und zahlreiche Hinweise auf altere und neueste Literatur zum Weiterforschen anregen. Empfohlen 
mu das Buch nicht werden, es spricht fur sich selbst und wird sicher in keiner einschlagigen 
Fachbibliothek fehlen. F. Magyar, Wien 


Konstruktive Geometrie fiir Techniker. Von /’. Hohenberg. Mit 432 Textabb., IX, 272 8S. Wien: 
Springer-Verlag. 1956. S 117.—, DM 19.50, $ 4.65, sfr.20.—; geb. S 132.—, DM 22.—, 
$ 5.25, sfr. 22.60. 


Das vorliegende Buch, aus Vorlesungen des Verfassers an der Technischen Hochschule Graz 
hervorgegangen, stellt einen Lehrgang der darstellenden Geometrie und Kinematik dar, der 
sich von den konventionellen Darstellungen dieser Disziplinen insofern auffallig abhebt, als das 
Hauptgewicht bewuBt auf die Anwendungen in der technischen Praxis gelegt wurde. Ein voran- 
gegangenes, eingehendes Studium der neueren Ingenieurliteratur férderte nicht bloB authentische 
Anwendungsbeispiele fiir alle die Gegenstiinde zu Tage, die im Rahmen der bewahrten (und 
Weltruf besitzenden) dsterreichischen Pflege der darstellenden und kinematischen Geometric 
seit langem ihren Platz finden, sondern lieferte dariiber hinaus eine Menge neuen und interessanten 
Materials, das die ungeschwichte Aktualitit einer ,,konstruktiven Geometrie“ fiir den Techniker 
dokumentiert. So ist ein wertvolles, auBerst lebendiges und anregendes Werk entstanden, das 
den trockenen Lehrbuchton geschickt vermeidet und auf knappem Raum eine erstaunliche 
Stoffmenge verarbeitet. 

Das Buch gliedert sich in drei Hauptteile, deren erster die gebriiuchlichen Abbildungs- 
verfahren mittels Normal-, Schrag- und Zentralrissen behandelt, wobei an passender Stelle 
notwendige elementargeometrische Kenntnisse (beispielsweise iiber die Kegelschnitte) auf- 
gefrischt werden. Der zweite Teil befaBt sich mit technisch wichtigen Kurven und Flachen, 
wobei insbesondere auch Durchdringungen und die Behandlung der Geliindefliche in kotierter 
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Projektion erértert werden. Der dritte Teil schlieBlich ist der Geometrie der Getriebe und Ver- 
zahnungen gewidmet und bewegt sich naturgemé& vorwiegend in der Ebene; erst das SchluB- 
kapitel uber Raumkinematik weist wieder engere Beziehungen zur darstellenden Geometrie auf. — 
Die Darlegungen sind aéuBerst anschaulich und trotzdem prizis, die Sprache knapp, jedoch sorg- 
faltig ausgefeilt und daher klar. Das Verstindnis wird tiberdies durch die zahlreichen begleitenden 
Abbildungen erleichtert, die in musterhaftem Stil ausgefiihrt sind und vorwiegend die erwahnten 
technischen Anwendungen betreffen, welche den verschiedensten Gebieten entstammen 
(Maschinenbau, Architektur, Bauingenieur- und Vermessungswesen usw.).. Der Kenner wird 
manche eigenstandigen Beitriige finden und zu wiirdigen wissen. 

Man kann dem Verfasser, der mit diesem hervorragenden und originellen Werk sowohl den 
studierenden Technikern wie auch seinem Fach einen auBerordentlichen Dienst erwiesen hat, 
fiir die aufgewendete groBe Miihe jedenfalls aufrichtig danken und gleichzeitig zu dem erzielten 
Erfolg ehrliche Bewunderung ausdriicken. W. Wunderlich, Wien 


Continuous Transformations in Analysis. With an introduction to algebraic topology. Von 
T. Rado und P.V. Reichelderfer. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften: 
Band LXXV.) Mit 53 Textabb., VII, 442.8. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 
1955. Geb. DM 59.60. 


Die Theorie der reellen Funktionen einer reellen Veriinderlichen hat durch die Beniitzung 
der geometrischen Begriffsbildungen, die aus der Betrachtung der zugehérigen stetigen Trans- 
formationen flieBen, zum Studium der fundamentalen Grundbegriffe, wie beschrankte Variation, 
absolute Stetigkeit und Ableitung, eine wesentliche Bereicherung erfahren. Es zeigte sich, daB 
dieser Weg sich besonders fruchtbar bei der Ubertragung dieser Grundbegriffe auf die Theorie 
der Funktionen von mehreren unabhiangigen Verinderlichen verwenden la8t. Daraus erklart sich 
die groBe Bedeutung der stetigen Transformationen im euklidischen Raume von n Dimensionen 
(R,,). Die beiden Verfasser, denen man wichtige Beitrage zu dieser Theorie verdankt, legen nun- 
mehr eine umfassende Darstellung dieses Gebietes vor. Das Studium des Buches setzt nur geringe 
Vorkenntnisse aus der reellen Funktionentheorie, aus der Mengenlehre und aus der Gruppen- 
theorie voraus. Das Verstandnis der knappen, aber klaren Darstellung setzt jedoch eine ent- 
sprechende Schulung im abstrakten Denken voraus. 

Zunachst werden die aus der algebraischen Topologie benétigten Begriffe (allgemeine Topo- 
logie, euklidische Raume, Abelsche Gruppen, Mayersche und abstrakte simpliziale Komplexe, 
allgemeine Kohomologietheorie, Kohomologiegruppen in Euklidischen Réumen) entwickelt. 
Damit sind die Voraussetzungen zur Untersuchung der stetigen Transformationen vom topolo- 
gischen Standpunkt gegeben, die im zweiten Abschnitt erfolgt. Es werden hier insbesondere 
die Eigenschaften des topologischen Index sowie der Multiplizitats- und Indexfunktionen abge- 
leitet. Nach Eingehen auf einige Grundbegriffe aus der Analysis der reellen Funktionen folgt der 
Hauptteil des Buches, in dem die Definitionen und die Eigenschaften der Begriffe beschrankte 
Variation und absolute Stetigkeit von verschiedenen Standpunkten dargestellt werden. Hier 
findet auch eine allgemeine Transformationstheorie mehrfacher Integrale ihren Platz, die auf 
verschiedenen Definitionen des Begriffes ,,Jacobische Determinante‘‘ fuBt. Sodann folgt eine 
Darstellung der Eigenschaften differenzierbarer Funktionen, wobei besonders auf die Verhaltnisse 
im R, eingegangen wird. Der letzte Abschnitt schlieBlich ist den Transformationen im R, ge- 
widmet. 

Das Studium dieses Buches vermittelt dem Leser einen Eindruck von den typischen Frage- 
stellungen, die den Gegenstand eines wichtigen Zweiges der modernen Analysis bilden, wo man 
durch Herausarbeiten des wesentlichen Kernes der verschiedenen Grundbegriffe zu sinnvollen 
und méglichst weittragenden Verallgemeinerungen zu kommen sucht, die es erméglichen, Satze 
in méglichst groBer Allgemeinheit auszusprechen. Die Ergebnisse dieser Bemithungen haben in 
vielen Anwendungsgebieten der Analysis, z. B. in der der Variationsrechnung, wesentlich zur 
exakten Fundierung verschiedener Theorien beigetragen. EH. Bukovics, Wien 


Hohere Technische Mechanik. Nach Vorlesungen. Von I. Szabdé. Mit 402 Textabb., XII, 472 S. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1956. Geb. DM 31.50. 


Das vorliegende Werk ist eine Fortsetzung der vom selben Autor verfaften ,,Kinfuhrung in 
die Technische Mechanik‘‘ und behandelt offenbar in erweiterter und erginzter Form den zweiten 
Teil der vom Verfasser an der Technischen Universitit Berlin abgehaltenen Vorlesungen und 
Ubungen. Obwohl demnach die Grundbegriffe der Mechanik vorausgesetzt werden, kann das 
Buch dennoch von jedem beniitzt werden, der mit den einfachsten Saitzen der Mechanik vertraut 
ist. Ubrigens wird an geeigneten Stellen auf die ,,Hinftihrung*‘ verwiesen. 
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Behandelt werden die 4 Hauptabschnitte: I. Die Prinzipien der Mechanik, II. Ausgewahlte 
Probleme der héheren Elastizititstheorie, III. Einblick in die Plastizitatstheorie, IV. Theorie 
der Fliissigkeiten und Gase. Vermutlich durch die lehrplanmaBige Gliederung des Vorlesungs- 
stoffes bedingt, nimmt das II. Kapitel den breitesten Raum ein. Im IV. Kapitel ist eime Ein- 
fiihrung in die Gasdynamik eigebaut. 

Der Verfasser ist bemiiht, bis zu den neuesten Theorien und Methoden vorzustoBen und zeigt 
auch an Hand von 73 Ubungsaufgaben einen Weg zur praktischen Anwendung. Dartiber hinaus 
entwickelt er einige mathematische Grundlagen selbst, z. B. die Variationsrechnung und die 
Ritzsche Methode. Uberhaupt versucht der Verfasser eine Briicke zu schlagen zwischen der 
,,Mechanik“‘, wie sie an! Universitaten gelehrt wird, und der an Technischen Hochschulen betrie- 
benen, der Praxis angepaBten ,,Technischen Mechanik‘‘. Seiner Meinung nach sollte die erstere 
, technisiert‘ und die letztere — womit man bestimmt einverstanden sein kann — ,,mathematisiert** 
werden, wovon der Autor auch Gebrauch macht. Hingegen fiihren allzu anschauliche Darstellungen 
leicht zu nicht mehr ganz scharf definierten Begriffen, die gerade bei Studierenden Verwirrung 
auslésen kénnen. 

Das Buch kann Studierenden bestens empfohlen werden und auch den Ingenieuren in der 
Praxis von groBem Nutzen sein. F',. Magyar, Wien 


Lehrbuch der theoretischen Physik. Von W. Weizel. Zweite, verbesserte Auflage. I. Band: 
Physik der Vorgénge. Bewegung. Elektrizitat. Licht. Warme. Mit 283 Textabb., XVI, 
804 S. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1955. Geb. DM 69.60. 


Die vorliegende zweite Auflage des ersten Bandes des bekannten Lehrbuches der theoretischen 
Physik von Walter Weizel folgte sechs Jahre nach dem Erscheinen der ersten Auflage, wodurch 
allein schon das Interesse der Fachwelt an diesem wertvollen Buch bewiesen erscheint. Die 
Abfassung von Lehrbiichern, die das Gesamtgebiet der Physik behandeln, gehért mit zu den 
wichtigsten Aufgaben eines Hochschullehrers. Es ist eine Aufgabe, die universelle Fachkenntnisse, 
gepaart mit viel Liebe, dabei aber auch ein groBes Ma von Zuriickhaltung und Bescheidenheit 
erfordert. Verlangt doch der Leser die Darstellung der Teilgebiete der Physik, die bereits ihre 
,»klassische‘‘ Form erlangt haben und in denen der Autor kaum neue Wege beschreiten kann, 
mit der gleichen Griindlichkeit und Hingabe wie die Behandlung moderner Kapitel oder gar 
der Abschnitte, an deren Entwicklung der Verfasser selbst schoépferisch mitgearbeitet hat. Wenn 
es dem Autor, wie bei dem vorliegenden Buch, gelingt, sich und seine speziellen Interessen so weit 
zurtickzustellen, da8 ein einheitliches Werk entsteht und dabei in weiser Beschrankung auch der 
Umfang des Buches noch annehmbar bleibt, so ist dies eine Leistung, fiir die die Studierenden 
der Physik dem Herausgeber nicht genug dankbar sein kénnen. 

Alle diese Forderungen an ein gutes Lehrbuch sind in dem vorliegenden Werk erfiillt. Dabei 
sind die Voraussetzungen an mathematischen Hilfsmitteln durchaus im Rahmen dessen ge- 
halten, was man einem Studierenden der mittleren Semester zumuten kann, zumal schwierigere 
Kapitel durch ein oder zwei Sterne als solche gekennzeichnet sind. Einzelne Kapitel aus diesem 
vorziiglichen Werk besonders hervorzuheben, ist bei der Einheitlichkeit der Darstellung unméglich. 
Ob es in einem Lehrbuch der theoretischen Physik allerdings zweckmiéBig ist, sich des inter- 
nationalen elektrischen MaBsystems zu bedienen, sei dahingestellt. Da jedoch der Autor selbst, 
genau wie der Buchbesprecher, mit den MaSsystemen Kummer hat, sei dieser Punkt nur am 
Rande erwihnt. Das vorliegende Werk scheint zum Studium der theoretischen Physik ganz 
hervorragend geeignet und kann Studierenden und Akademikern, die sich auf dem Gebiet der 
theoretischen Physik vervollkommnen wollen, nur bestens empfohlen werden. Druck und 
Ausstattung des Buches sind, wie gewohnt, erstklassig. F’, Regler, Wien 
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Hydraulik. Thre Grundlagen und praktische Anwendung. Von o. Prof. Dr. Josef Kozeny, 
Vorstand des Institutes fiir Hydraulik, Siedlungswasserwirtschaft, Verkehrswasserbau und 
landwirtschaftlichen Wasserbau, Technische Hochschule Wien. Mit 544 Textabbildungen. 
XI, 588 Seiten. Gr.-89, 1953. Ganzleinen S 528.—, DM 88.—, sfr. 90.—, $ 21.— 

,»,»Das vorliegende Buch greift die heute besonders in der Wasserwirtschaft auftretenden Probleme eingehend auf und muB, 

da bisher ein der neuzeitigen Entwicklung schritthaltendes Fachbuch. nicht vorliegt, in seiner vorziiglichen Darstellung als 

Standardwerk begrii8t werden. Besonders ist die wohlgelungene Absicht des Verfassers auch hervorzuheben, dem Fachmann 


das Riistzeug anhand gegeben zu haben, Berechnungen und Formeln kritisch zu beurteilen. Jedem Wasserbauer und 
Wasserwirtschaftler kann dieses Buch, das eine Fiille von Anregungen enthilt, nur bestens empfohlen werden.‘‘ Die Bautechnik 


Gasdynamik. Von Dr. Klaus Oswatitsech, Dozent an der Kénigl. Technischen Hochschule 
in Stockholm, friiherer wissenschaftlicher Mitarbeiter am Kaiser-Wilhelm-(Max-Plank)-Institut 
fiir Str6mungsforschung in Géttingen. Mit 300 Textabbildungen und 3 Tafeln. XIII, 456 Seiten. 
Gr.-8°. 1952. Ganzleinen S 468.—, DM 78.—, sfr. 80.—, $ 18.60 

»»--- Infolge seiner langiiihrigen Titigkeit als Mitarbeiter von Prandtl sowie spiiter im Auslande war es dem Verfasser 

moglich, das auf dem Gebiete der kompressiblen Strémungen im In- und Auslande angesammelte Wissen — mit eigenen 

Beitriigen versehen und unter Beriicksichtigung des jiingsten Schrifttums — darzustellen. In gefilliger Ausfiihrung und mit 


pidagogischem Geschick sind den allgemeinen theoretischen Ableitungen die anschaulichen Deutungen und die praktischen 
Anwendungen — oft mit besonderer Higenwilligkeit — gegeniibergestellt worden ...‘‘ VDI-Zeitschrijt 


Zehn Jahre Kraftwerksbau. Eine Riickschau auf die bautechnische Entwicklung im 
Energieausbau in Osterreichs schwerer Zeit. Oskar Vas-Festschrift zum 60. Geburtstag. Mit 
217 Textabbildungen. VII, 222 Seiten. 4°. 1956. (Arbeiten aus den Zeitschriften ,,Zeitschrift 
des Osterreichischen Ingenieur- und Architekten-Vereines“, ,,Osterreichische Bauzeitschrift*, 
OZE, Osterreichische Zeitschrift fir Elektrizitétswirtschaft, ,,E uM, Elektrotechnik und 
Maschinenbau“ und ,,Osterreichische Wasserwirtschaft*‘.) 

Steif geheftet S 96.—, DM 16.—, sfr. 16.40, $3.80 


Untersuchungen zur Erweiterung der Wasserversorgung Wiens. Ergebnisse 
der Studienkommission fiir die Wasserversorgung Wiens von Dipl.-Ing. Dr. Alfred Lernhart, 
Ministerialrat im Bundesministerium fiir Handel und Wiederaufbau, Wien. Mit 1 Ubersichts- 
karte (Ausschlagtafel). 44 Seiten. 8°. 1956. (Schriftenreihe des Osterreichischen Wasser- 
wirtschaftsverbandes, Heft 31.) Steif geheftet S 36.—, DM 6.—, sfr.6.—, $ 1.40 
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Heft 4: Hydrochemische Untersuchungen an Stauseen. Von Dozent Dr. K. Stundl. Mit 5 Text- 
abbildungen (20 Einzelbildern). 25 Seiten. Gr.-8°. 1955. Rotaprint. 
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Vorlesungen tiber héhere Mathematik. Von Dr. phil. Adalbert Duschek, 0. Professor 
der Mathematik an der Technischen Hochschule Wien. 


Zuletzt erschien: 


Band I: Integration und Differentiation der Funktionen einer Veranderlichen. Anwendungen. 
Numerische Methoden. Algebraische Gleichungen. Unendliche Reihen. Zweite, neu bearbeitete 
Auflage. Mit 169 Textabbildungen. XII, 440 Seiten. Gr.-8°. 1956. 

§270.—, DM 45.—, sfr. 46.10, § 10.70 
Ganzleinen S 288.—, DM 48.—, sfr. 49.10, $11.45 


Die zweite Auflage dieses ersten Bandes ist nach verhiltnismiSig kurzer Zeit notwendig geworden. Das Buch ist vom 
Verfasser einer griindlichen Revision unterzogen worden, die bei einigen Kapiteln zu einer vélligen Neufassung gefiihrt hat. 
Der Zweck dieser Umarbeitung war, dem Ziel, das sich der Verfasser von Anfang an gestellt hatte, noch besser zu entsprechen: 
eine Darstellung zu schaffen, die auch fiir den Physiker und Techniker gut lesbar ist, ohne dabei die Exaktheit der Formu- 
lierung und Beweisfiihrung zu opfern, die der Mathematiker mit guten Griinden auch in diesem Fall fiir unerlaSlich halt. 
In der Anordnung des Stoffes unterscheidet sich die Neuauflage nur unwesentlich von der ersten: der Abschnitt tiber die 
unendlichen Reihen wurde vom zweiten in den ersten Band verlegt, wihrend die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre 
Anwendungen eine zusammenhingende Darstellung in der nichsten Auflage des zweiten Bandes erfahren werden. 


AuBerdem liegen vor: 
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Band II: Unendliche Reihen. Integration und Differentiation der Funktionen von mehreren 
Veranderlichen. Abschiu8B der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fehlertheorie und Ausgleichsrechnung. 
Lineare Algebra. Tensorfelder. Mit 125 Textabbildungen. VI, 386 Seiten. Gr.-8°. 1950. 

Ganzleinen S 174.—, DM 29.—, sfr. 30.—, $6.90 


Band III: Gewéhnliche und partielle Differentialgleichungen. Variationsrechnung. Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. Mit 107 Textabbildungen. IX, 512 Seiten. Gr.-8°. 1953. 
S 220.—, DM 36.50, sfr. 37.40, $8.70 
Ganzleinen S 235.—, DM 38.80, sfr. 39.80, $9.25 
In Vorbereitung befindet sich: 


Band IV: Randwertprobleme. Reihenentwicklungen. Integralgleichungen. Laplace-Transformation. 


Elektromechanische Schaltungen und Schaltgerate. Eine Einfihrung in Theorie 
und Berechnung. Von Dipl.-Ing. Dr. techn. Otto Plechl, weiland techn. Direktor der Elin AG. 
fiir elektrische Industrie und Privatdozent der Technischen Hochschule Wien. Ergianzt und 
bearbeitet von Dr. phil. Werner Rieder, Elin AG. fiir elektrische Industrie und Technische 
Hochschule Wien. Mit 113 Textabbildungen. V, 224 Seiten. Gr.-8°. 1956. 

Ganzleinen S 144.—, DM 24.—, sfr. 24.50, $5.70 


» Hlektrische Schaltaufgaben werden vielfach durch Ausprobieren verschiedener Kombinationen auf Grund gesammelter 
Erfahrungen gelést. Die Verfasser entwickeln eine Theorie, nach der man die fiir eine bestimmte Schaltaufgabe erforderliche 
Anzahl von Schaltgeriten, Kontakten und Verbindungsleitungen sowie von Schaltstticken innerhalb der Schaltgeriite rein 
systematisch ermitteln kann. Dazu werden zunichst die Grundbegriffe der Schaltungstechnik erliutert und anschlieGend fir 
die Schaltungsformen die mathematischen Darstellungen gegeben ... Mit dem Buch entwickelt sich eine neue Disziplin — 
wie etwa der Elektromaschinenbau —, deren Studium einen GroBteil elementarer Mathematik voraussetzt, besonders im 
Rechnen mit Matrizen, Das Verfahren verspricht eine wesentliche Weiterentwicklung der Schaltungstechnik hinsichtlich des 
Entwurfs und der Berechnung von Bestformen.‘‘ Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 


Korrosionstabellen nichtmetallischer Werkstoffe, geordnet nach angreifenden 
Stoffen. Von Dr. techn. Franz Ritter, Dozent der Montanistischen Hochschule Leoben-Linz. 
IV, 232 Seiten. Gr.-8°, 1956. Ganzleinen 8 210.—, DM 35.—, sfr. 35.90, $8.35 
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